Druhy nespojitosti funkci

Pro pochopeni chovéani funkci v okoli problematickych bodu je pro budouci
ucitele matematiky klicové umeét nespojitosti nejen identifikovat, ale také je
spravné klasifikovat. Nespojitosti obvykle délime na odstranitelné, nespoji-
tosti prvniho druhu (typu skok) a nespojitosti druhého druhu.

Predpokladejme, ze funkce f je definovana na néjakém prstencovém okoli
bodu zg € R.

Definice 1 (Odstranitelnd nespojitost). Rekneme, 7e funkce f ma v bodé
xo odstranitelnou nespojitost, jestlize existuje vlastni (konecnd) obou-
stranna limita

lim f(z) =L eR,

T—x0
ale funkce f bud neni v bodé xq definovdna, nebo plati f(xq) # L.

Poznamka: Nespojitost se nazyva odstranitelnd, protoze funkci lze v bodé

xo spojité dodefinovat (nebo predefinovat) hodnotou L.

Definice 2 (Nespojitost typu skok (1. druhu)). Rekneme, 7e funkce f m4
v bodé zy nespojitost typu skok (nebo téz nespojitost prvniho druhu),
jestlize existuji obé vlastni jednostranné limity, ale jsou ruzné. Tedy:

lim f(x) =L, € R, lim+ f(z) =Ly € R,

=T T
pricemz Ly # Ly. Rozdil |Ly — Lq| se nazyva skok funkce v bodé x.

Definice 3 (Nespojitost 2. druhu). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xg
nespojitost druhého druhu (nebo téz podstatnou nespojitost), jestlize
alespon jedna z jednostrannych limit v bodé zy neexistuje, nebo je nevlastni
(tj. rovna +00 nebo —o0).



Priklady nespojitosti v bodé zy =0

1. Odstranitelna nespojitost

Priklad 1 (Funkce f(z) = #22). Tato funkce neni v bodé o = 0 definovéna.
7 nastroju matematické analyzy vsak vime, ze plati:

sin x

lim

z—0 X

=1.

Jelikoz vlastni oboustrannd limita existuje, jednéd se o odstranitelnou ne-
spojitost. Pokud bychom dodefinovali f(0) = 1, stala by se funkce spojitou
na celém R.
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2. Nespojitost typu skok (1. druhu)

Priklad 2 (Signum: f(z) = sgn(x)). Funkce signum vraci —1 pro zdporna
¢isla, 0 pro nulu a 1 pro kladna ¢isla. Zkoumejme jednostranné limity v bodé
xo = 0:

lim sgn(z) = —1, lim sgn(z) = 1.

z—0— z—0t

Jednostranné limity jsou vlastni, ale nerovnaji se. Jedna se o nespojitost
typu skok o velikosti |1 — (—1)| = 2.
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Priklad 3 (Funkce f(z) = arctg (1)). Tato slozend funkce neni definovéna
v nule. Vnitini funkce ma v nule nevlastni limity. Vyuzitim véty o limite
slozené funkce ziskame:
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Obeé jednostranné limity jsou konecné, avsak ruzné. I zde jde o nespojitost
typu skok. Skok je roven 7.
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3. Nespojitost 2. druhu

Priklad 4 (Funkce f(z) = 1). Tato raciondln{ lomend funkce nen{ v nule
definovana. Vypocitame-li jednostranné limity, zjistime, ze utikaji do ne-
konecna:

lim — = —o0, lim — = +o0.
z—0- T z—0t X

Protoze jsou obé jednostranné limity nevlastni, jedna se o nespojitost 2.
druhu.
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Piiklad 5 (Funkce f(x) = ew). Tato exponencidlni funkce se slozenym ar-
gumentem rovnéz neni v nule definovana. Pti vypoctu jednostrannych limit
zjistime, ze chovani zleva a zprava je zcela odlisné:

. 1 . 1
lim ez =0, lim er = +o0.
z—0~ z—0t

Zatimco zleva se funkce limitné blizi k nule, zprava roste nade vsechny meze.
Protoze je pravostranna limita nevlastni, jde opét o nespojitost 2. druhu.
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Priklad 6 (,Topologickd sinusovka“: f(z) = sin (1)). Tato funkce ukazuje
patologické chovani v okoli nuly. Kdyz se z blizi k nule, argument % roste
nade vSechny meze a funkce neustale osciluje mezi hodnotami —1 a 1.

1
lirr(l) sin <—) neexistuje (a neexistuji ani limity jednostranné).
r—r €T

Protoze jednostranné limity v bodé vubec neexistuji, jde také o nespojitost

2. druhu.
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Poznamky a ilohy k zamysleni: Prozkoumame graf funkce f(z) =
sin(1/x).

1. Urcete v kterych bodech méa funkce f kofeny.

2. Urcete v kterych bodech nabyvéa funkce f hodnoty jedna a v kterych
hodnoty minus jedna.

3. Urcete v kterych bodech nabyva funkce f hodnoty jedna a v kterych
hodnoty minus jedna.

4. Vsimnéte si ,zubatosti“ grafu funkce f vyse a uvédomte si, ze to od-
poruje zjisténim v predchozich bodech.

4* Jev, ktery jsme vypozorovali v bodé 3, vznikl zpusobem, kterym soft-
ware vykresluje graf — zjistéte, v ¢em je chyba a jak by ji bylo mozné
opravit.



