
Exponenciálńı a logaritmické funkce

Materiál pro studenty učitelstv́ı matematiky

1 Definice exponenciály (exponenciálńı funkce

s Eulerovým č́ıslem jako základem)

Pro mocniny s přirozeným exponentem plat́ı následuj́ıćı vlastnost:

∀a ∈ R ∀n,m ∈ N : an+m = anam (1)

Mocniny s reálným exponentem jsou následně definované požadavkem
zobecněńı této vlastnosti právě na reálné exponenty. Chceme tedy, aby pro
a ∈ R platilo:

∀x, y ∈ R : ax+y = axay (2)

Poznámka 1. Přidáme-li přirozenou podmı́nku a1 = a, neńı možné (2) splnit
pro záporné a, jak se můžete přesvědčit dosazeńım x = y = 1/2. Dostaneme
a1 = (a1/2)2, které je nezáporné.

Nı́že uvád́ıme graf exponenciálńıch funkćı se základy 2, 3 a Eulerovým
č́ıslem e

.
= 2.7 spolu s př́ımkou y = x+ 1.

x

y

2x

3x

ex

y = x+ 1

Z grafu je patrné, že př́ımka y = x + 1 je sečnou grafu y = 2x, méně je
vidět, že je sečnou i grafu y = 3x a tečnou ke grafu exponenciály o základu
e.
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Znamená to, že funkce f(x) = ex má v bodě nula derivaci rovnu jedné,
tj.

(ex)′x=0 = lim
h→0

eh − 1

h
= 1

Dvě výše uvedené vlastnosti (zobecněńı umocňováńı a hodnota směrnice
tečny) nás přiváděj́ı k samotné definici exponenciály.

Než naṕı̌seme definici, zformulujeme větu o existenci takové funkce, větu
nebudeme dokazovat, hlavńı myšlenky d̊ukazu uvedeme v ZÁVĚRU TEXTU,
poté, co z axiomů odvod́ıme vlastnosti exponenciálńı funkce.

Věta 2 (O existenci exponenciálńı funkce). Existuje právě jedna funkce (kte-
rou budeme značit exp), splňuj́ıćı následuj́ıćı dva axiomy:

1. ∀x, y ∈ R : exp(x+ y) = exp(x) exp(y)

2. limx→0
exp(x)−1

x
= 1

Definice 3. Exponenciálńı funkćı nazýváme funkci exp : R → R, která
splňuje axiomy z předchoźı věty.

2 Vlastnosti exponenciálńı funkce

Zformulujme základńı vlastnosti exponenciálńı funkce, které v daľśı kapitole
dokážeme z axiomů.

Věta 4. Necht’ funkce f splňuje axiomy z věty 2. Pak plat́ı

1. Derivace exponenciálńı funkce je exp′ = exp na R. Jinak řečeno

∀x ∈ R : exp′(x) = exp(x)

2. exp je funkce spojitá na R

3. exp je na R nezáporná, tj. ∀x ∈ R : exp(x) ≥ 0

4. exp je na R kladná, tj. ∀x ∈ R : exp(x) > 0

5. exp je rostoućı na R, tj.

∀x, y ∈ R : x < y ⇒ exp(x) < exp(y)

6. exp(0) = 1
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7. Funkce f(x) = exp(x)− x je klesaj́ıćı na (−∞, 0] a rostoućı na [0,∞)

8. ∀x ∈ R : exp(x) ≥ x+ 1

9. limx→∞ exp(x) = ∞

10. ∀x ∈ R : exp(−x) = 1/ exp(x)

11. limx→−∞ exp(x) = 0

12. Obor hodnot exponenciálńı funkce je interval (0,∞), tj.

{exp(x)|x ∈ R} = (0,∞)

3 Důkazy vlastnost́ı exponenciály

D̊ukaz věty 4.

1. Derivaci odvod́ıme př́ımo z definice:

exp′(x) = lim
h→0

exp(x+ h)− exp(x)

h

S použit́ım prvńıho axiomu uprav́ıme čitatel:

lim
h→0

exp(x) exp(h)− exp(x)

h
= lim

h→0

exp(x)(exp(h)− 1)

h

Výraz exp(x) nezáviśı na h, můžeme tedy vytknout před limitu (pou-
žijeme větu o aritmetice limit) a aplikovat druhý axiom:

exp(x) · lim
h→0

exp(h)− 1

h
= exp(x) · 1 = exp(x)

2. Z předchoźıho bodu v́ıme, že funkce má derivaci v každém bodě x ∈ R.
Připomeňme větu, že z diferencovatelnosti funkce automaticky plyne
jej́ı spojitost.

3. Nezápornost prokážeme trikem, kdy exponent x vyjádř́ıme ve tvaru
x/2 + x/2:

exp(x) = exp
(x
2
+

x

2

)
= exp

(x
2

)
exp

(x
2

)
=

(
exp

(x
2

))2

≥ 0
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4. Z předchoźıho bodu v́ıme, že exp je nezáporná funkce na R. Kladnost
dokážeme sporem. Necht’ existuje nějaké x0 ∈ R takové, že exp(x0) = 0.
Pro libovolné reálné x pak plat́ı:

exp(x) = exp(x− x0 + x0) = exp(x− x0) exp(x0) = exp(x− x0) · 0 = 0

Z jedné nulové hodnoty by tak nevyhnutelně plynuly i všechny ostatńı
(funkce by byla konstantńı nula). To je ale ve sporu s druhým axiomem

limx→0
exp(x)−1

x
= 1, protože. limx→0

−1
x

neńı rovna jedné.

5. Z bod̊u 1 a 4 v́ıme, že exp′(x) = exp(x) > 0 pro všechna x ∈ R. Z věty
o monotonii a derivaci pak plyne, že funkce exp je rostoućı na R.

6. Vhodně uprav́ıme výraz exp(x) jako exp(x + 0) a použijeme prvńı
axiom:

exp(x) = exp(x+ 0) = exp(x) exp(0)

Využijeme nenulovost funkce (bod 4, exp(x) ̸= 0), a rovnici vyděĺıme
výrazem exp(x) a dostaneme 1 = exp(0).

7. Zderivujeme zadanou funkci f : f ′(x) = exp(x)− 1. Použijeme fakt, že
exp(0) = 1 a vlastnost monotonie funkce exp. Pro x > 0 je exp(x) >
exp(0) = 1, tedy f ′(x) > 0 a funkce roste. Pro x < 0 je exp(x) <
exp(0) = 1, tedy f ′(x) < 0 a funkce klesá.

8. Z předchoźıho plyne, že funkce f(x) = exp(x) − x nabývá na R mi-
nimálńı hodnoty v bodě x = 0. Protože f(0) = exp(0) − 0 = 1, plyne
odtud pro x ∈ R

f(x) = exp(x)− x ≥ f(0) = 1

a odtud po úpravě plyne exp(x) ≥ x+ 1.

9. Z limity
lim
x→∞

x+ 1 = ∞,

předchoźıho bodu a z věty o sevřené funkci (tady je jen jeden
”
policajt“,

protože dolńı funkce má limitu rovnu nekonečnu) plyne

lim
x→∞

exp(x) = ∞,

10. Do základńıho axiomu dosad́ıme a uprav́ıme výraz exp(x− x):

exp(0) = exp(x− x) = exp(x) exp(−x)

Protože exp(0) = 1, plat́ı 1 = exp(x) exp(−x), odkud vyděleńım źıskáme

exp(−x) = 1/ exp(x)
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11. Aplikujeme větu o limitě složené funkce a větou o aritmetice limit:

lim
x→−∞

exp(x) = lim
t→∞

exp(−t) = lim
t→∞

1

exp(t)
=

1

∞
= 0

12. Ze spojitosti funkce plyne vlastnost nabýváńı mezihodnot. Zároveň
z věty o limitě monotonńı funkce v́ıme, že limity rostoućı funkce jsou
rovny supremu a infimu oboru hodnot H

infH = lim
x→−∞

exp(x)

supH = lim
x→∞

exp(x)

Obě limity jsme spoč́ıtali výše a odtud je obor hodnot H = (0,∞).

□

4 Logaritmus

Z vlastnost́ı exponenciálńı funkce plyne následuj́ıćı tvrzeńı, které nám následně
umožńı definovat logaritmus jako funkci inverzńı k exponenciále.

Věta 5 (O logaritmu). Rovnice y = exp(x) má pro y > 0 právě jedno řešeńı
a pro y ≤ 0 nemá žádné řešeńı.

D̊ukaz. Existence řešeńı pro y > 0 plyne z vlastnosti 12 exponenciálńı funkce.
Sporem dokážeme, že je kořen jen jeden. Necht’ x1, x2 jsou dva r̊uzné

kořeny rovnice exp(x) = y. Pak je bud’ x1 < x2 nebo x1 > x2 a odtud a z
monotonie funkce exp plyne exp(x1) ̸= exp(x2), což je spor s exp(x1) = y =
exp(x2). □

Definice 6 (Logaritmus). Logaritmem nazýváme funkci, která č́ıslu x ∈
(0,∞) přǐrad́ı č́ıslo y, které je kořenem rovnice a znač́ıme ho y = log(x)

exp(y) = x

5 Vlastnosti logaritmu

Věta 7. Funkce logaritmus splňuje

1. Definičńı obor logaritmu je interval (0,∞).

2. Obor hodnot je množina R.
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3. Monotonie: Logaritmus je rostoućı na svém definičńım oboru.

4. Limita v nule zprava: limx→0+ log(x) = −∞.

5. Limita v nekonečnu: limx→∞ log(x) = ∞.

6. Logaritmus součinu: ∀x, y ∈ R : log(x · y) = log(x) + log(y).

7. Logaritmus pod́ılu: ∀x, y ∈ R, y ̸= 0 : log(x/y) = log(x)− log(y).

8. Logaritmus mocniny

∀n ∈ N∀a ∈ (0,∞) : log(an) = n log(a)

9. Logaritmus jedné: log(1) = 0.

10. Derivace v bodě 1: Výpočet vede na limitu limx→1
log(x)
x−1

a tato limita je
rovna jedné.

11. Derivace logaritmu: log′(x) = 1/x.

6 Důkazy vlastnost́ı logaritmu

D̊ukaz. věty 7

1. Definičńı obor inverzńı funkce odpov́ıdá oboru hodnot výchoźı funkce.
Obor hodnot exp je (0,∞), proto je definičńım oborem logaritmu in-
terval (0,∞).

2. Obor hodnot inverzńı funkce odpov́ıdá definičńımu oboru výchoźı funkce,
což je u exp množina R.

3. Inverzńı funkce k rostoućı funkci je rovněž rostoućı. Plyne z nutné a
postačuj́ıćı podmı́nky pro funkci rostoućı na intervalu I

∀x1, x2 ∈ I, x1 ̸= x2 : (f(x2)− f(x1))(x2 − x1) > 0

po substituci exp(xk) = yk, xk = log(yk) pro k = 1; 2.

4. Protože jsou exponenciálńı a logaritmická funkce vzájemně inverzńı,
plat́ı

lim
x→−∞

log(exp(x)) = lim
x→−∞

x = −∞

Substitućı y = exp(x) dostaneme limitu (exponenciálńı funkce je ros-
toućı, proto v okoĺı −∞ je y = exp(x) > 0 a dostaneme limitu zprava

lim
y→0+

log(y) = −∞
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5. Analogicky jako v předchoźım bodě plat́ı

lim
x→∞

log(exp(x)) = lim
x→∞

x = ∞

a substitućı y = exp(x) dostaneme limitu

lim
y→∞

log(y) = ∞

6. Označme pro x, y ∈ R

a = log(x), b = log(y)

Pak je x = log(a), y − log(b) a z axiomu pro exponenciálńı funkci
dostaneme

exp(a+ b) = exp(a) exp(b)

Dosazeńım dostaneme

exp(log(x) + log(y)) = xy

a odtud a z definice logaritmu dostaneme

log(x) + log(y) = log(xy)

7. Pravidlo pro derivaci pod́ılu je př́ımým d̊usledkem pravidla pro derivaci
součtu. Pro y ̸= 0 plat́ı

log(x/y) + log(y) = log(x/y · y) = log(x)

odkud odečteńım výrazu log(x) od obou stran rovnice dostaneme

log(x/y) = log(x)− log(y)

8. Dokážeme matematickou indukćı. Pro n = 1 tvrzeńı plat́ı: log(a1) =
1 · log(a).
Indukčńı krok: uprav́ıme a použijeme pravidlo pro logaritmus součinu

log(an+1) = log(ana) = log(an) + log(a)

Nyńı použijeme k úpravě indukčńı předpoklad pro n a na závěr vy-
tkneme log(a)

log(an) + log(a) = n log(a) + log(a) = (n+ 1) log(a)

Ukázali jsme, že plat́ı

log(an+1) = (n+ 1) log(a)
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9. Z exp(0) = 1 a z definice logaritmu plyne log(1) = 0.

10. Definice derivace pro funkci logaritmus v bodě jedna vede na limitu

log′(1) = lim
x→1

log(x)− log(1)

x− 1

Tuto limitu substitućı y = log(x) a převedeme na limitu

lim
y→0

y

exp(y)− 1

kterou spoč́ıtáme s použit́ım věty o aritmetice limit a druhého axiomu
pro exponenciálńı funkci

lim
y→0

y

exp(y)− 1
= lim

y→0

1
exp(y)−1

y

=
1

limy→0
exp(y)−1

y

=
1

1
= 1

11. Derivaci funkce logaritmus odvod́ıme dvěma zp̊usoby. Jednak př́ımo z
definice a za druhé použijeme větu o derivaci složené funkce.

(a) Výpočet z definice

log′(x) = lim
h→0

log(x+ h)− log(x)

h

Použijeme pravidlo pro logaritmus pod́ılu

lim
h→0

log(x+ h)− log(x)

h
= lim

h→0

log(1 + h
x
)

h

Zvoĺıme substituci t = h
x
(odtud h = tx) a dostaneme

lim
t→0

log(1 + t)

tx

kde po vytknut́ı konstantńıho x (tj. nezávislého na proměnné t)
dostaneme použit́ım věty o aritmetice limit

lim
t→0

log(1 + t)

tx
=

1

x
· lim
t→0

log(1 + t)

t
=

1

x
· 1 =

1

x

(b) Necht’ y = log(x), pak x = exp(y). Z pravidla pro derivaci inverzńı
funkce plyne

log′(x) =
1

exp′(y)
=

1

exp(y)
=

1

x

□
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7 Exponenciálńı funkce s obecným základem

Pro přirozená č́ısla n a pro a ∈ (0,∞) plat́ı

an = exp(log(an)) = exp(n log(a))

Podobně, jako jsme exponenciálńı funkci definovali rozš́ı̌reńım platnosti
vztahu (1) na reálná č́ısla, budeme i zde definovat mocninnou funkci s kladným
základem a.

Definice 8. Pro a ∈ (0,∞), x ∈ R definujeme

ax := exp(x log(a))

Následuj́ıćı věta uvád́ı vlastnosti funkce fa(x) = ax.

Věta 9. Necht’ a ∈ (0,∞), f : R → R je funkce definovaná na R vztahem
f(x) = ax.

Pak plat́ı

1. f je diferencovatelná na R a plat́ı

f ′(x) = ax log(a)

2. Pro a > 1 je f rostoućı na R, pro a < 1 je f klesaj́ıćı na R a pro a = 1
je f konstantńı funkce f(x) = 1.

3. Pro a ̸= 0 má f inverzńı funkci g

g(x) =
log(x)

log(a)

Funkce g je diferencovatelná na R a plat́ı

g′(x) =
1

x log(a)

D̊ukaz. Necháme čtenáři za cvičeńı. □

8 Taylor̊uv polynom

BUDE DOPLNĚNO
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9 Taylor̊uv polynom exponenciálńı funkce

BUDE DOPLNĚNO

10 Důkaz věty 2

Uvedeme pouze hlavńı myšlenky d̊ukazu. Výše jsme z axiomů odvodili Tay-
lor̊uv polynom exponenciálńı funkce

Texp,n,x0=0(x) =
n∑

k=0

xk

k!

Pomoćı Lagrangeova tvaru zbytku Taylorova polynomu1 se dá ukázat, že pro
x ∈ R plat́ı

exp(x) = T (x) := lim
n→∞

n∑
k=0

xk

k!
(3)

T́ım máme ukázáno, že existuje maximálně jedna funkce splňuj́ıćı axiomy
věty.

K dokončeńı d̊ukazu je třeba ukázat, že funkce T definovaná vztahem (3)
vyhovuje axiomům věty.

1Lagrange̊uv tvar zbytku je zobecněńım Lagrangeovy věty o středńı hodnotě.
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