Exponencialni a logaritmické funkce

Materidl pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Definice exponencidly (exponencialni funkce
s Eulerovym cislem jako zakladem)

Pro mocniny s pfirozenym exponentem plati nasledujici vlastnost:
Va € R¥n,m € N:a""" = a"a™ (1)

Mocniny s redlnym exponentem jsou nasledné definované pozadavkem
zobecnéni této vlastnosti pravé na redlné exponenty. Chceme tedy, aby pro
a € R platilo:

Vo,y € R:a" = a”a? (2)

Poznamka 1. Piiddme-li pfirozenou podminku a' = a, neni mozné ([2)) splnit
pro zéporné a, jak se muzete presvédcit dosazenim x = y = 1/2. Dostaneme
a' = (a'/?)?, které je nezdporné.

Nize uvaddime graf exponencidlnich funkci se zaklady 2, 3 a Eulerovym
¢islem e = 2.7 spolu s piimkou y = = + 1.

2:2
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Z grafu je patrné, ze pitimka y = = + 1 je seCnou grafu y = 2%, méné je
vidét, ze je secnou i grafu y = 3% a tecnou ke grafu exponencidly o zédkladu
e.



Znamend to, ze funkce f(z) = €* ma v bodé nula derivaci rovnu jedné,
tj.
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=1
h—0 h

Dveé vyse uvedené vlastnosti (zobecnéni umocniovani a hodnota smérnice
tecny) nés privadeéji k samotné definici exponencidly.

Nez napiseme definici, zformulujeme vétu o existenci takové funkce, vétu
nebudeme dokazovat, hlavni myslenky dukazu uvedeme v ZAVERU TEXTU,
poté, co z axiomu odvodime vlastnosti exponencialni funkce.

Véta 2 (O existenci exponencidlni funkce). Ezistuje pravé jedna funkce (kte-
rou budeme znacit exp ), spliugict nasledujici dva azxiomy:

1. Vz,y € R:exp(z +y) = exp(x) exp(y)

exp(;?)—l -1

2. hmxg)o

Definice 3. Exponencidlni funkci nazyvame funkci exp : R — R, kterd
spliuje axiomy z predchozi véty.

2 Vlastnosti exponencialni funkce

Zformulujme zakladni vlastnosti exponencialni funkce, které v dalsi kapitole
dokazeme z axiomul.

Véta 4. Necht funkce f sphiuje aziomy z véty[3. Pak plati

1. Derivace exponencidlni funkce je exp’ = exp na R. Jinak receno
Vo € R : exp’(z) = exp(z)

exp je funkce spojitd na R

exp je na R nezdpornd, tj. Vo € R : exp(z) > 0

exp je na R kladnd, tj. Vo € R : exp(z) > 0

exp je rostouci na R, tj.

Ve,y € R:x <y = exp(x) < exp(y)

6. exp(0) =1



7. Funkce f(x) = exp(z) — z je klesajici na (—o0,0] a rostouct na [0, 00)
8. VxeR:exp(z) >z +1
9. lim, ,, exp(x) = oo

10. Vx € R : exp(—z) = 1/ exp(x)

11. lim, o exp(z) =0

12. Obor hodnot exponencidlni funkce je interval (0, 00), tj.

{exp(z)|xr € R} = (0, 00)

3 Dukazy vlastnosti exponencialy
Diikaz véty [4)
1. Derivaci odvodime piimo z definice:

, . exp(x+h) —exp(x
exp/(z) = lim p( })l p()

S pouzitim prvniho axiomu upravime citatel:

iy OP@) exp(h) —exp(z) _ . exp(z)(exp(h) —1)
h—0 h h—0 h

Vyraz exp(x) nezavisi na h, muzeme tedy vytknout pred limitu (pou-
zijeme vétu o aritmetice limit) a aplikovat druhy axiom:

exp(h) — 1

exp(x) - lim =exp(z) - 1 = exp(x)

h—0

2. Z ptedchoziho bodu vime, ze funkce méa derivaci v kazdém bodé = € R.
Pfipomenme vétu, ze z diferencovatelnosti funkce automaticky plyne
jeji spojitost.

3. Nezépornost prokdzeme trikem, kdy exponent x vyjadiime ve tvaru
)2+ /2

o) = xp (5.+.5) o (o (3) = (o0 (3)) =0



4.

10.

7, predchoziho bodu vime, ze exp je nezapornd funkce na R. Kladnost
dokézeme sporem. Necht existuje ngjaké zo € R takové, ze exp(xg) = 0.
Pro libovolné realné x pak plati:

exp(z) = exp(x — xg + o) = exp(x — x) exp(zg) = exp(x —x0) -0 =0

7 jedné nulové hodnoty by tak nevyhnutelné plynuly i vSechny ostatni
(funkce by byla konstantni nula). To je ale ve sporu s druhym axiomem

exp(z)—

. 1 L z , . ,
lim,_.o =1, protoze. lim,_,q 71 neni rovna jedné.

Z bodu 1 a 4 vime, ze exp’(x) = exp(x) > 0 pro vSechna x € R. Z véty
o monotonii a derivaci pak plyne, ze funkce exp je rostouci na R.

. Vhodné upravime vyraz exp(z) jako exp(z + 0) a pouzijeme prvni

axiom:

exp(z) = exp(z + 0) = exp(z) exp(0)
Vyuzijeme nenulovost funkce (bod 4, exp(z) # 0), a rovnici vydélime
vyrazem exp(z) a dostaneme 1 = exp(0).

Zderivujeme zadanou funkci f: f'(x) = exp(x) — 1. Pouzijeme fakt, ze
exp(0) = 1 a vlastnost monotonie funkce exp. Pro x > 0 je exp(z) >
exp(0) = 1, tedy f'(z) > 0 a funkce roste. Pro x < 0 je exp(z) <
exp(0) =1, tedy f'(x) < 0 a funkce klesé.

Z predchoziho plyne, ze funkce f(x) = exp(x) — x nabyva na R mi-
nimalni hodnoty v bodé z = 0. Protoze f(0) = exp(0) — 0 = 1, plyne
odtud pro x € R

f(x) =exp(z) —z > f(0) =1
a odtud po tpravé plyne exp(z) > x + 1.
7 limity

lim z + 1 = oo,
T—r00

predchoziho bodu a z véty o seviené funkci (tady je jen jeden ,policajt®,
protoze dolni funkce ma limitu rovnu nekonecnu) plyne

lim exp(z) = oo,
T—00

Do zakladniho axiomu dosadime a upravime vyraz exp(z — z):
exp(0) = exp(x — x) = exp(x) exp(—x)
Protoze exp(0) = 1, plati 1 = exp(x) exp(—xz), odkud vydélenim ziskame
exp(—z) = 1/ exp(x)
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Aplikujeme vétu o limité slozené funkce a vétou o aritmetice limit:

. . 1 1
i exp(a) = Jim xpl—0) = Jim oy = o =0

Ze spojitosti funkce plyne vlastnost nabyvani mezihodnot. Zaroven
z véty o limité monotonni funkce vime, ze limity rostouci funkce jsou
rovny supremu a infimu oboru hodnot H

inf H = lim exp(z)
T——00

sup H = lim exp(z)
T—00

ODbeé limity jsme spocitali vyse a odtud je obor hodnot H = (0, c0).

O

Logaritmus

Z vlastnosti exponencialni funkce plyne néasledujici tvrzeni, které nam nésledné
umozni definovat logaritmus jako funkci inverzni k exponencidle.

Véta 5 (O logaritmu). Rovnice y = exp(z) md proy > 0 pravé jedno reseni
a pro y < 0 nemd Zddné resent.

Diikaz. Existence feseni pro y > 0 plyne z vlastnosti |12 exponencialni funkce.

Sporem dokdzeme, Ze je kofen jen jeden. Necht z;,xs jsou dva rizné
kofeny rovnice exp(z) = y. Pak je bud z; < x5 nebo z; > x5 a odtud a z
monotonie funkce exp plyne exp(x1) # exp(xs), coz je spor s exp(x1) =y =
exp(xza). O

Definice 6 (Logaritmus). Logaritmem nazyvame funkci, kterda ¢islu = €
(0, 00) priradi ¢islo y, které je kofenem rovnice a znacime ho y = log(x)

5

exp(y) =

Vlastnosti logaritmu

Veéta 7. Funkce logaritmus spliuje

1. Defini¢ni obor logaritmu je interval (0, 00).

2. Obor hodnot je mnozina R.
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Sl B R

Monotonie: Logaritmus je rostouci na svém defini¢nim oboru.
Limita v nule zprava: lim, o+ log(xz) = —oo.
Limita v nekoneénu: lim, . log(x) = oo.
Logaritmus soucinu: Vx,y € R : log(x - y) = log(z) + log(y).
Logaritmus podilu: Vz,y € R,y # 0 : log(x/y) = log(z) — log(y).
Logaritmus mocniny

Vn € NVa € (0,00) : log(a") = nlog(a)

Logaritmus jedné: log(1) = 0.

log()
rx—1

Derivace v bode 1: Vypocet vede na limitu lim,_,q a tato limita je

rovna jedné.

Derivace logaritmu: log'(x) = 1/x.

Dtikazy vlastnosti logaritmu

Dikaz. véty

1.

Defini¢ni obor inverzni funkce odpovida oboru hodnot vychozi funkce.
Obor hodnot exp je (0,00), proto je definicnim oborem logaritmu in-
terval (0, c0).

. Obor hodnot inverzni funkce odpovida definiénimu oboru vychozi funkce,

coz je u exp mnozina R.

Inverzni funkce k rostouci funkci je rovnéz rostouci. Plyne z nutné a
postacujici podminky pro funkci rostouci na intervalu

Vay,xe € I,z # xo 0 (f(x2) — f(21)) (20 — 21) >0
po substituci exp(zx) = yi, ¥ = log(yx) pro k = 1;2.

Protoze jsou exponencialni a logaritmickd funkce vzajemné inverzni,
plati

lim log(exp(z)) = lim z = —o0
T——00 T—r—00

Substituci y = exp(x) dostaneme limitu (exponencidlni funkce je ros-
touct, proto v okoli —oco je y = exp(x) > 0 a dostaneme limitu zprava

lim 1 =—
Jim, og(y) = —o0



5. Analogicky jako v predchozim bodé plati

lim log(exp(z)) = lim z = oo
T—r 00 T—00

a substituci y = exp(z) dostaneme limitu

lim log(y) = oo
Y—00

6. Oznacme pro x,y € R

a = log(x), b =log(y)

Pak je z = log(a), y — log(b) a z axiomu pro exponencidlni funkci
dostaneme
exp(a + b) = exp(a) exp(b)

Dosazenim dostaneme
exp(log(z) +log(y)) = =y
a odtud a z definice logaritmu dostaneme

log() + log(y) = log(zy)

7. Pravidlo pro derivaci podilu je pifimym dusledkem pravidla pro derivaci
souctu. Pro y # 0 plati

log(/y) + log(y) = log(z/y - y) = log(x)
odkud ode¢tenim vyrazu log(z) od obou stran rovnice dostaneme
log(z/y) = log() — log(y)

8. Dokéazeme matematickou indukei. Pro n = 1 tvrzeni plati: log(a') =
1-log(a).
Indukéni krok: upravime a pouzijeme pravidlo pro logaritmus soucinu

log(a™™!') = log(a"a) = log(a™) + log(a)

Nyni pouzijeme k upravé indukéni predpoklad pro n a na zavér vy-
tkneme log(a)

log(a™) + log(a) = nlog(a) + log(a) = (n + 1) log(a)
Ukazali jsme, ze plati

log(a"*") = (n + 1) log(a)

7



9. Z exp(0) =1 a z definice logaritmu plyne log(1) = 0.
10. Definice derivace pro funkci logaritmus v bodé jedna vede na limitu

log/(1) = lin log(x) — log(1)

rz—1 3}—1

Tuto limitu substituci y = log(x) a pfevedeme na limitu

i y
m ——-—-
y=0 exp(y) — 1

kterou spocitdme s pouzitim véty o aritmetice limit a druhého axiomu
pro exponencialni funkci

. Y . 1 1 1
lim ———=—— = lim ex -1 = exp(y)—1 =5 =1
y=0exp(y) —1  v=0 —p(;//) lim,,_,q ZPL— 5 1

11. Derivaci funkce logaritmus odvodime dvéma zpusoby. Jednak piimo z
definice a za druhé pouzijeme vétu o derivaci slozené funkce.

(a) Vypocet z definice

1 h) —1

Pouzijeme pravidlo pro logaritmus podilu

. log(z+h) —log(z) . log(1+1%)
lim = lim ————%&~
h—0 h h—0 h

Zvolime substituci ¢ = 2 (odtud h = tx) a dostaneme

1
lim og(l+1t)
t—0 tx

kde po vytknuti konstantniho x (tj. nezavislého na proménné t)
dostaneme pouzitim véty o aritmetice limit

log(1 1 log(1 1 1
lim—og( +t) —-lim—Og( +t)

= ——.1==
t—0 tx xr t—0 t x x
(b) Necht y = log(z), pak x = exp(y). Z pravidla pro derivaci inverzn{
funkce plyne

| ,( ) 1 1 1
O :L‘ = = = —
& exp'(y) exp(y) =




7 Exponencialni funkce s obecnym zakladem
Pro ptirozend ¢isla n a pro a € (0, 00) plati

a" = exp(log(a™)) = exp(nlog(a)

Podobné, jako jsme exponencidlni funkci definovali rozsitenim platnosti
vztahu (|1)) na realna ¢isla, budeme i zde definovat mocninnou funkei s kladnym
zékladem a.

Definice 8. Pro a € (0,0), x € R definujeme
a® = exp(zlog(a))
Nésledujici véta uvadi vlastnosti funkce f,(z) = a®.

Véta 9. Necht a € (0,00), f: R — R je funkce definovand na R vztahem

f(x) =a".
Pak plati

1. f je diferencovatelnd na R a plati
f'(x) = a”log(a)

2. Proa > 1 je f rostouci na R, pro a <1 je f klesajici na R a proa =1
je f konstantni funkce f(x) = 1.

3. Proa # 0 md f inverzni funkci g

_ log()
log(a)

g()

Funkce g je diferencovatelnd na R a plati

1

g(z) = xlog(a)

Dikaz. Nechdme ¢tendri za cviceni. O

8 Tayloruv polynom

BUDE DOPLNENO



9 Tayloruv polynom exponencialni funkce

BUDE DOPLNENO

10 Dukaz véty

Uvedeme pouze hlavni myslenky dukazu. VysSe jsme z axiomu odvodili Tay-
lortv polynom exponencialni funkce

n Ik
Texp,n,xozo (IE) = Z E
k=0

Pomoci Lagrangeova tvaru zbytku Taylorova polynom]se d4 ukazat, e pro
r € R plati

exp(r) = T(x) i= lim 30 (3)

Tim mame ukazano, ze existuje maximalné jedna funkce splnujici axiomy
veéty.

K dokonéeni dukazu je tfeba ukazat, ze funkce T" definovana vztahem
vyhovuje axiomum véty.

Lagrangeiiv tvar zbytku je zobecnénim Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté.
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