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Kapitola 1

Motivace a prvni definice

V predchozim studiu jsme se naucili zkoumat funkce pomoci derivaci. Zjistovali jsme, jak
rychle se veli¢iny méni. Nyni se podivame na obraceny problém: Pokud zname rychlost zmény,
jak urc¢ime celkovy stav veli¢iny? Tento proces ,,skladani“ malych prispévki v celek nazyvame
integraci.

1.1 Geometricka intuice: Objem a obsah hladiny

Predstavme si nddobu ve tvaru komolého kuzelu (napft. vazu). Necht R je polomér horni
podstavy, r polomér dolni podstavy a H celkova vyska vazy. Pokud do vazy nalévame vodu,
jeji objem V je funkei vysky hladiny h € [0, H]. Z fyzikdlniho i geometrického pohledu plati
fundamentdalni vztah! spojujici p¥iriistek objemu dV, piiristek vysky dh a obsah hladiny S

ve vysce h:
e
dh

h
dV = Sdh (1.1)
Protoze podil nekone¢né malych piirustka dV/dh je roven derivaci V', dostavdme:
V'(h) = S(h) (1.2)

Protoze je objem V' ve vysce hladiny h = 0 roven V(0) = 0, dostavime pro objem V
podminky:
V'(h) = S(h), V(0)=0 (1.3)
Hledame tedy funkci V, jejiz derivaci je zndmé funkce plochy hladiny S. Tento kol nas
privadi k zakladnim pojmum integralniho poctu.

1Zakladn{ myslenka spociva v tom, ze pro maly pifristek visky Ah plati AV ~ S(h)Ah. Piesnéji SminAh <
AV < SiazAh, z ¢ehoz limitnim prechodem Ah — 0 a vétou o sevieni ziskdme presnou derivaci objemu.
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1.2 Primitivni funkce

V predchozi kapitole jsme pii zkoumani objemu nadoby dospéli k problému: zndme funkci S(h),
kterd popisuje obsah hladiny, a hleddme funkci objemu V', pro niz plati V'(h) = S(h). Tento
proces, tedy ,obraceni“ derivovani, kdy z rychlosti ristu rekonstruujeme ptvodni veli¢inu, je
ustrednim motivem integralniho poctu. Z tohoto divodu nyni zavedeme formélni matematicky
aparat, ktery nam umozni takové tlohy systematicky Tesit.

Definice (Primitivni funkce, integrovatelna funkce)

Necht funkce f je definoviana na otevieném intervalu I. Funkci F' nazveme primitivni
funkei k funkci f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje derivace F'(z) a plati:

F'(z) = f(z) (1.4)

Funkci f nazveme integrovatelnou na intervalu I, pokud existuje k f na I primitivni
funkce.

Jakmile mame k dispozici formalni definici, je pfirozenym dalsim krokem zkoumat, jak
primitivni funkce vypadaji pro zdkladni elementarni funkce. Protoze integrace je z definice
opacnym procesem k derivovani, muzeme potiebné vzorce odvodit pfimo z nasich znalosti
diferencidlniho poctu.

Prvni vzorec

7 diferencidlniho poétu vime, Ze pro derivaci mocninné funkce plati (z" 1) = (n+1)z".
Pokud tento vztah upravime (pro n # —1) vydélenim konstantou (n + 1), dostdvame:

xn+1 b
_.n
(n—l—l) -

Funkce F(x) = ‘f—: je tedy primitivni funkei k funkei f(z) = z™.

Platnost tohoto vzorce zavisi na definiécnim oboru mocninné funkce, a tedy na hodnoté
n. Pokud je n nezédporné celé ¢islo (n € NU {0}), vzorec plati na celém intervalu R.
Pokud je n celé zadporné ¢islo (n < —2), plati na dvou disjunktnich intervalech (—o0,0)
a (0,00). Pro obecn4 redlnd n (napft. racionalni exponenty predstavujici odmocniny)

uvazujeme platnost primarné na intervalu (0, 00).
\ J

Vyse odvozeny vzorec pro mocninné funkce mé vsak jedno zfejmé omezeni — nelze jej
pouzit pro pripad n = —1, nebof by to vedlo k déleni nulou. Z diferencidlniho poc¢tu ovsem
vime, ze derivaci logaritmu ziskdme pravé prevracenou hodnotu argumentu. To nas privadi
k Teseni tohoto specidlniho pripadu.

Ovéite derivovanim, ze na intervalu (0, 00) je funkce F(z) = In(x) primitivni funkei
k funkci f(z) = % Dale ukazte, Ze na intervalu (—oo,0) je primitivni funkei k téze
funkei f funkce F(x) = In(—z). Vysvétlete, pro¢ z téchto dvou fakti vyplyva obvykle
uvadény vzorec:

1
/—dx:1n|x]+0
x

V definici jsme explicitné zdtraznili, ze primitivni funkci uvazujeme na otevieném intervalu.
Nasledujici kol ilustruje, proc je tato podminka z hlediska jednoznacnosti vysledku klicova.



N
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Ukazte, ze pro funkci

F(z) 1/z+1 prox >0
€Tr) =
1/x proz <0

ax € R\ {0} plati F'(z) = —1/22.

7 predchoziho tkolu je zfejmé, ze k jedné funkci mize existovat nekonecné mnoho primitiv-
nich funkeci. Tyto funkce se od sebe mohou lisit o konstantu. Co je vsak podstatné pro budouci
ucitele: pokud defini¢ni obor neni tvoren jednim intervalem, ale sjednocenim disjunktnich
intervalu (jako R\ {0} v nasem prikladu), muze byt tato konstanta na kazdém intervalu jin4.
Na jednom pevném intervalu je vsak struktura vsSech primitivnich funkci mnohem jednodussi.

Véta (O jednoznacnosti primitivni funkce)

Je-li F' primitivni funkci k funkci f na intervalu I, pak kazda jind primitivni funkce G
k funkci f na I mé tvar:
Gx)=F(z)+C (1.5)

kde C' € R je konstanta.

Diikaz. Méjme dvé primitivni funkce F' a G k funkci f na intervalu I. Definujme pomocnou
funkci H(x) = G(x) — F(x). Pro jeji derivaci na intervalu I plati:

H'(z) = G'(x) - F'(z) = f(z) - f(x) =0

Zvolme nyni libovolné dva body x1,xy € I, pficemz x; < x2. Funkce H je na intervalu [z, 2]
spojitd a na (x1,z2) mé derivaci. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje bod
¢ € (z1,x2) takovy, ze:

H(xg) — H(xy) = H'(c)(zg — 1)

Protoze H'(xz) = 0 pro vSechna z € I, plati i H'(c) = 0. Tedy:

H(xz9) — H(z1) =0 = H(x2) = H(z1)

Funkéni hodnota funkce H je pro libovolné dva body intervalu stejna, funkce H je tedy na
intervalu I konstantni. Existuje proto C' € R takové, ze H(x) = C, a tedy G(x) — F(z) = C,
z ¢ehoz plyne G(z) = F(z)+C.
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Znaceni

Mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei f(z) zna¢ime symbolem neurcitého integréalu:

/f(x) dz = F(z) + C (1.6)

Tento zapis bézné pouzivame pro vyjadreni, Zze hleddme primitivni funkci, ackoli zde
formalné chybi specifikace intervalu I, na kterém integraci provadime. Matematicky
korektni by bylo vzdy interval uvést, avSak z historickych a praktickych davodu se
v literatute ¢asto vynechava a predpoklada se z kontextu (tj. integrace probihd na
intervalech, kde je funkce definovana).

Poznamka k diferenciilu dz: Symbol dx (diferencidl nezavislé proménné) zde hraje
dilezitou roli — kromé toho, ze formalné uzavird zapis integralu, jasné urcuje, podle
které proménné se integruje. Jeho vynechévani je ¢astou studentskou chybou. Nicméné
tuto chybu je mozné tolerovat v piipadé, zZe je integra¢ni proménnd jasna z kontextu.
Poznamka k zapisu: V praxi (a ¢asto i v tomto textu, pokud ptjde jen o mezivypocet
k ur¢itému integralu) se aditivni konstanta C' ¢asto vynechavé a piSeme zkrécené:

/f(w) dz = F(z) (1.7)

Budouci ucitel by vsak mél mit na paméti, ze v kontextu hledani vSech primitivnich
funkei (nebo pfi feseni diferencidlnich rovnic) je vynechani konstanty hrubou chybou.

Nyni, kdyz mame zavedeno formalni znaceni pomoci neurcitého integralu, mizeme se
zameérit na to, jak integrace zachazi se zdakladnimi algebraickymi operacemi, jako je sc¢itani a
nésobeni.

Véta (Linearita integralu)

Vlastnostem popsanym nize se souhrnné rika linearita integralu. Protoze integrace
je procesem inverznim k derivovani, prirozené ,,dédi“ jeho strukturalni vlastnosti. Z
didaktického hlediska je linearita klicova — umoznuje nam rozbit slozité integraly na
soucet jednodussich ¢asti a konstanty, které proces integrace neovliviuji, jednoduse
vytknout pred znak integralu.

Pro neuréité integraly tedy plati (na intervalech, kde maji dané vyrazy smysl):

o Integral souétu a rozdilu: [(f(z) £ g(x))dx = [ f(z)dx £ [ g(z) dx

o Integral nasobku: [¢- f(x)dz =c- [ f(z)dx, kde c € R

Dikaz se opird primo o véty o derivaci souctu a nasobku. Necht F' je primitivni funkce
k f a G je primitivni funkce k g. Chceme ukazat, ze F' + G je primitivni funkci k f + g.
Zderivujeme pravou stranu hledaného vztahu:

(F(z) £ G(x)) = F'(z) £ G'(z) = f(z) + g(x)

Tim je dokézano pravidlo pro integral souctu a rozdilu. Analogicky postupujeme pro nésobek
konstantou c:

(cF(z)) =c F'(x) =c- f()

7 definice primitivni funkce a téchto derivaci tak primo plynou obé vlastnosti linearity. Prestoze
z obou integrali na pravé strané vzniknou aditivni konstanty, muzeme je vzdy sloucit do
jediné spolecné integracni konstanty C. B
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1.3 ReSené tlohy

Teoretické poznatky o linearité integralu a znalost vzorct pro integraci mocninnych funkci
nyni vyuzijeme v praxi. V nésledujicich tlohéch si krok za krokem ukézeme, jak tento aparat
aplikovat.

1. Vypoctéte [(4ax3 — 2x + 5) du.
Reseni: Pouzijeme pravidlo pro soucet /rozdil a nasobek:

/(41:3—2m+5)dm:4/x3dx—2/x1d:6+5/:c0da::

$4 2

:41—2%—1—5&:4-0:3:4—3:24-5364—6', reR

2. Vypoctéte [ (3\/5—1- :C%) dx.
Reseni: Pfevedeme odmocniny a zlomky na mocniny (:Ul/ 2 a £72) a aplikujeme vzorec
pro integral mocniny:

3/2

—1
/(31“1/2—{—230_2) dr = 32— 427

2
= 3/2— -1 = S —
52t +C =2z 20 +C =2Vx x—|—C’, x € (0,00)

1.4 Dalsi motivacni dlohy

Kromé geometrie objemi se s principem integrace setkaviame v mnoha dalsich situacich. Pro
grafické zndzornéni vyuzivame plochu pod kfivkou funkce rychlosti zmény, kterou si muzeme
predstavit jako soucet nekonec¢né mnoha tenkych prouzki.

1.4.1 Fyzika: Draha jako integral rychlosti

Pokud zname funkci okamzité rychlosti v(t), celkova draha s urazend v ¢ase od 0 do t je
rovna plose pod grafem této funkce. Piikladem integralu v praxi je odvozeni kinematickych
vzorcii pro rovnomérné zrychleny pohyb. V integralech nize pouzivame integracni proménnou
7, abychom ji odlisili od ¢asu ¢ v horni mezi.

Pohyb z klidu (vy = 0)

Pokud téleso zrychluje z klidu se stalym zrychlenim a, jeho rychlost roste podle vztahu
v(7) = ar. Drahu s uréime integraci této rychlosti:

t 27¢ 1
s= / ardr =a [T] = —at? (1.8)
0 21, 2

Geometricky integral odpovida obsahu pravothlého trojihelniku (obsah = polovina zakladny
krét vyska = 3 -t - at).
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Pohyb s pocdateéni rychlosti (vy > 0)

Pokud ma téleso v ¢ase nula pocatecni rychlost v, je jeho okamzita rychlost ddna vztahem
v(T) = vy + a7. Integraci presuneme prvek na vypocet celkové dréhy:

27t

-
VT + a—

1
5| = vot + =at? (1.9)

t
s:/ (vo + at)dr =
0 2

0

Geometricky se jedna o obsah lichobézniku pod grafem, ktery miizeme elegantné rozdélit na
obdélnik (drdha od pocatecni rychlosti) a trojihelnik (drdha pfidand zrychlenim).

v(7)

v(T) =vo+ar

1.4.2 Ekonomie: Celkova produkce

Méjme funkei p(t), kterd udava okamzitou produkei tovarny (napf. tuny oceli za hodinu).
Celkové mnozstvi vyrobeného materidlu za sménu ziskame integraci této miry produkce pres
casové obdobi.

p(t) (t/h)

—

p

zacatek
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1.4.3 Statistika: Stfedni hodnota spojité veli¢iny

Primérna teplota béhem dne neni prostym primeérem namérenych hodnot v celou hodinu, ale
podilem integralu teplotni funkce a délky ¢asového intervalu:

L ey ar (1.10)

Geometricky to znamend, ze plocha pod grafem funkce T'(t) je stejnd jako plocha obdélniku
o zakladné t — t1 a vysce Tyyg. Jinymi slovy, obsah plochy, kde kiivka presahuje priimérnou
hodnotu, se presné vyrusi s obsahem plochy, kde je kfivka pod prumérem.

Je-li funkce T'(t) spojita na uzavieném intervalu [t1, to], zarucuje ndm tzv. Véta o stiedni
hodnoté integralniho poctu, ze tato primérna teplota je béhem dne skuteéné namérena.
Existuje tedy alespon jeden ¢asovy okamzik 7 € [t1,t2], pro ktery plati T'(7) = Tgug-

T(t)

Plechy nad a pod
prumérem se vyrusi

T

1

1

1

1

1

1

1

1
T

3]
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Kapitola 2

Od neurcitého k urcitému:
Newtonuv integral

V nasem motiva¢nim piikladu s vazou jsme zjistili, Zze pro vypocet konkrétniho objemu
potifebujeme vyhovét podmince V(0) = 0. I kdyZ existuje nekoneéné mnoho primitivnich
funkei (lisicich se o konstantu C'), préavé tato pocateéni podminka ndm umozni vybrat tu
jedinou spravnou, kterd odpovida fyzikalni realité — tedy Ze prazdnad nadoba ma nulovy
objem. Pokud chceme spocitat celkovou zménu veli¢iny (napf. celkovy objem od vysky a do
vysky b), nezajima nas konkrétni hodnota integracni konstanty C, protoze se pii odecteni
koncovych stavi vyrusi. Tento rozdil hodnot libovolné primitivni funkce v krajnich bodech
intervalu definujeme jako Newtonuv integral.

2.1 Definice Newtonova integralu

Definice (Newtonuv integral)

Necht a,b € R*, a < b. Necht f je funkce definovand na (a,b) a mé zde primitivni funkci
F. Necht existuji kone¢né limity lim, ,,+ F(z) =: F(a™) a lim,_,,- F(x) =: F(b™).
Pak ¢islo

[F(2)]y = F(b™) - F(a™) (2.1)

nazyvame Newtonovym urcitym integralem funkce f od a do b a znacime jej:

b
(N)/a f(z)dz (2.2)

Poznamka. Pokud je z kontextu jasné, ze se jednd o Newtonuv integral, vynechame
(N) pred znakem integralu [.

Poznamka k matematickému znaceni: Zapis =: a := slouzi k zavedeni definice nového
pojmu nebo zkratky, aby bylo jasné, co je definovano ¢im. Zapis A := B déteme ,vyraz
A definujeme jako B* (dvojtecka je na strané nové zavadéného symbolu). Zépis B =: A je
ekvivalentni a ¢teme jej ,vyraz B je definovan jako A% V situacich, kde nehrozi ziména s jinymi
typy integrali (napf. Riemannovym), symbol (V) u Newtonova integralu pro prehlednost
vynechavame, jak budeme ¢init i v nasledujicim textu.

13
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Piiklady

1. Vypottéte uréity integral [{(2z — 1) dz.

Reseni: Nejprve najdeme primitivni funkci a poté aplikujeme Newtontuv vzorec
dosazenim horni a dolni meze:

3 3
/1(2x—1)d;1:: [aﬂ—x}l:(32—3)—(12—1):(9—3)—(1—1):6—0:6

2. Vypoctéte urcity integral f02 322 dx.

2 372 5
/3#@:3[] :[xﬂ —2%_03=38
0 3 0 0

\_ J

Reseni:

2.2 Vlastnosti Newtonova integralu

V predchozich kapitolach jsme definovali Newtonuv integral a naudili se jej pocitat pomoci
nalezeni primitivni funkce a dosazeni krajnich bodt intervalu. V praxi se vsak ¢asto setkdvame
s funkcemi, které jsou prilis slozité na to, abychom jejich primitivni funkci urcili primo, nebo
s funkcemi, které jsou dany po ¢astech. V této kapitole si predstavime zdkladni vlastnosti

vvvvv

kroky. Ukazeme si, ze integral prirozené "dédi"mnohé vlastnosti od limit a derivaci.

2.2.1 Linearita

Nez za¢neme integrovat slozité vyrazy, je uzitecné si uvédomit, jak se integral chova k
zékladnim aritmetickym operacim — sc¢itani a nasobeni konstantou. Vzhledem k tomu, ze
vypocet Newtonova integralu stoji na hleddni primitivni funkce (coz je proces opacny k
derivovani) a na vypoctu limit, dalo by se o¢ekavat, ze integral bude zachovavat linearitu
stejné jako derivace a limity. Nasledujici véta potvrzuje, ze tomu tak skutecné je.

Véta (linearita Newtonova integralu)

Pro Newtonuv urcity integral plati (pokud integraly na pravé strané existuji):

« Integral souctu a rozdilu: [°(f(z) + g(z)) dz = ff f(z)dz £ f(fg(a:) dz

a

o Integral nisobku: f:c < f(z)dz =c- ff f(z)dz, kde ce R

Dikaz: Dukaz provedeme pro soucet funkci, dikaz pro rozdil a nasobek konstantou je
analogicky. Necht F' je primitivni funkce k funkci f a G je primitivni funkce k funkci g na
intervalu (a,b). Z pravidel pro derivovani vime, ze (F + G)' = f + g, takZe funkce F + G je
primitivni funkei k f + g na (a, b).

Podle definice Newtonova integralu plati:

b
/ (f(z)+g(x))de = lim (F(x) + G(z)) — lim (F(z)+ G(x))
a r—b— z—at
Protoze predpokldddme, ze integraly na pravé strané véty existuji (a tedy existuji prislusné
vlastni limity funkei F' a G v krajnich bodech), mtuzeme vyuzit vétu o limité souctu a limity
rozdélit:

_ < lim F(z)+ lim G(@) _ < lim F(z)+ lim G(m))

T—b— T—b~ T—a™t r—a™t
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Preusporadanim c¢lent ziskame:

= (lim F(z) - lim F(a:)) + ( lim G(z) — lim G(a:)) = / bf(x) dz + / bg(w) dz

T—b— z—at T—b— z—at

Cimz je ditkaz hotov. B

Priklad na linearitu

mmm&wWwMNmmmm@wnMgﬂﬁ@ﬁ—%+@dm

Reseni: Zadany integral se skldda ze tif s¢itancii. Pomoci véty o linearité (integrél
souctu a rozdilu, integral ndsobku) si jej mizeme rozdélit na t¥i jednodussi integrély.
Tim se vyhneme chybam pfi pocitani s dlouhymi vyrazy:

2 4 2 2 2
/‘Ch2—2+2>dt:3/:fdx—4/qx2dx+2/ 1da
1 x 1 1 1

a3 2 x~1 2
_ v o L 2
_3[3 4[_11+2m1
_[.31% 112 2

:(&—D+4<;—1)+%2—D
— 744 (-é) +2(1)
—7-9242=7

Didaktickd poznamka: Upozornéte studenty, ze v praxi casto mezikrok s rozpisovanim
na vice integralti vynechavame a integrujeme "¢len po ¢lenu'rovnou do jedné hranaté
zavorky. Pro pocatecni porozuméni je ale tento rozpis zasadni.

2.2.2 Aditivita vzhledem k intervalu

Nékdy se dostaneme do situace, kdy se funkce na zadaném intervalu chovd "nesourodé'—
napriklad je dana po ¢astech riznymi predpisy, nebo obsahuje absolutni hodnotu. Z definice
Newtonova integralu vSak potrebujeme najit jedinou primitivni funkci na celém integra¢nim
oboru. Co kdyz to ale neni mozné, nebo je to prilis pracné? Bylo by prirozené rozdélit si
integracni obor na vice ¢asti, spocitat integraly zvlast a vysledky secist. Zda je tento intuitivni
krok matematicky korektni, ndm fekne véta o aditivité.

Véta (Aditivita Newtonova integralu pres intervaly)

Necht a, b, c € R*, a < ¢ < b. Necht m4 funkce f na intervalu (a,b) primitivni funkci F.
Pak plati aditivita vzhledem k integrac¢nimu oboru: Pak plati:

/abf(w)dx:/acf(ﬂc)dm—l—/cbf(x)da: (2.3)

Dukaz. Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Protoze ma funkce F' na (a,b)
vlastni derivaci (rovnou f), je v kazdém bodé tohoto intervalu — a tedy i v bodé ¢ — spojita.
Z toho vyplyva, ze lim,_,. F'(x) = F(c).

7 definice Newtonova integralu plati:

/ab f(x)de = lim F(z)— lim F(x)

z—b— z—at
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Pokud k tomuto vyrazu pricteme a ode¢teme hodnotu F'(c), nezménime jeho celkovou
hodnotu:

= lim F(z) — F(c) + F(c) — lim F(z)
z—b~ z—a™t
Tento vyraz nyni muzeme preskupit a vyuzit faktu, ze F'(¢) = lim,_,.- F(z) = lim,_, .+ F(z)

diky spojitosti:

= ( lim F(z)— lim F(x)) + < lim F(x)— lim F(a:))

z—b— z—ct T—>c™ z—at

Coz presné odpovida souctu integralu z pravé strany tvrzeni véty:

:/be(x)dm—i—/acf(x)dw

Priklad na aditivitu

Priklad: Vypoctéte uréity integral fg’ |z — 1| dz. Re$eni: Funkce f(r) = |z — 1| méni
svij predpis v bodé x = 1. Prox € [0,1) je f(x) =1—z aprox € [1,3] je f(z) =2 —1.
Vyuzijeme aditivitu integralu a rozdélime jej na dva:

3 1 3
|x—1|da::/ 1-2)de+ [ (z—1)de
0 0
1

2.3 Definice Newtonova integralu pro obecné meze

DOPLN UVODNI TEXT



2.4. VYPOCET PRO KOMOLY KUZEL 17

Definice (Newtonuv integril pro obecné meze)

Necht a, b € R*, a < b. Definujeme

1. Integral pres bod (stejné meze):
a

f(z)dx =0 (2.4)

a

2. Zaména mezi:

/baf(a:) di= | o) (2.5)

DOPLN SPOJUJICI TEXT

Véta (Aditivita Newtonova integralu pro obecné intervaly)

Necht a,b,c € R*. Necht ma funkce f na vSech zicastnénych intervalech primitivni
funkci F. Pak plati aditivita vzhledem k integrac¢nimu oboru: Pak plati:

/abf(:v)d:v:/:f(x)dx—i-/cbf(x)dx (2.6)

2.4 Vypocet pro komoly kuzel

Abychom uré¢ili S(h), musime nejprve vyjadiit polomér hladiny r(h) v zavislosti na vysce.
Z podobnosti trojuhelnikt vyplyva:

R—r

r(h) =7+ h (2.7)

Obsah kruhové hladiny je S(h) = 7 - [r(h)]?. Dosadime do integrélu pro objem:

V(h) = /Ohﬂ' (7’ + R; Tx>2dx (2.8)

Abychom integrél spocitali, umocnime zévorku podle vzorce (A + B)?:

V(h) :ﬂ/oh <r2+2rRI;T:B+ <R_r)2x2> dx (2.9)

H2

Nyni vyuzijeme vzorce pro integral souctu a integrdl mocniny z":

h
R—rz? (R—r)?23
_ 2
V(h)-w[r x4+ 2r I ?—i— 773 ) (2.10)
Po dosazeni horni meze h (dolni mez 0 ddva nulovy vysledek) a tpravé ziskdme:
R—r (R—r)?
_ 2 2 3
V(h)—7r<r h+r i h* + ST h (2.11)

Tento vyraz mizeme vytknutim % prevést na klasicky tvar:

1 2 R—r,  (R—1)?,
V(h)—gﬂ'h <3r +3r i h + 7 h (2.12)
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Jelikoz vime, Ze pro polomér hladiny plati vztah r(h) = r + %h, muzeme odvodit, Ze
Rﬁrh = r(h) — r. Tento vyraz dosadime do zévorky:

V(h) = 5mh (3r2 + 3r(r(h) = r) + (r(h) = 1)?)

mh (37’2 +3r-r(h)— 3r? + 7'(h)2 —2r-r(h)+ 7"2)

Wl W~ W+~

= 2wh (124 r-r(h) +r(h)?)

Tim jsme odvodili zndmy vzorec pro objem komolého kuzele.



Kapitola 3

Prvni vypocty

3.1 Zakladni vzorce

Piimo z definice primitivni funkce odvodime nésledujici vzorce, které budeme v dalSim
pouzivat.

Odvodte nésledujici vzorce z pravidel pro derivovani:

xn+1
/x”dm = T pron # —1
1
/— dz = Inl|z| (Tesi pripad pron = —1)
77

/efcdx = €7

/sin(:z:)dfv = —cos(x)
/cos(m)dx = sin(x)

Vsimnéte si, ze nam v zdkladni tabulce chybi vzorec pro integral z logaritmu. Déle
neexistuji univerzalni vzorce pro integral sou¢inu, podilu nebo integral slozené funkce tak, jak
je zname z diferencidlniho poc¢tu. Pro integrovani totiz neexistuje jednoduchy a vzdy fungujici
algoritmicky navod. Misto néj mame k dispozici rizné metody, u kterych je casto potieba
urc¢ity vhled, cvik a praxe.

3.2 Linearni substituce

vvvvvv

ktery lze vyresit jednoduchou tivahou. Predpokladejme, Ze zname primitivni funkci F' k funkci
f (tedy plati F' = f). Ptame se, jakd je primitivn{ funkce k funkei f(ax + b), kde a,b € R a

a # 0.
Zkusme jako prvni tip pouzit ptimo F'(az + b). Podle fetizkového pravidla pro derivaci
slozené funkce plati:

[Flax +b)] = F'(az +b) - (az +b) = f(ax +b) - a

Vidime, ze jsme ziskali pozadovanou funkci f(ax + b), ale navic je zde nechtény nésobek
a. Abychom se ho zbavili, stac¢i nas ptuvodni tip podélit konstantou a. Ziskavame tak velmi
uzitec¢né pravidlo:

19
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Véta (Linedrni substituce)

Necht f je funkce spojita na intervalu I a F' je k ni na tomto intervalu primitivni funkce.
Pak pro kazdé realné a # 0 a b € R plati na odpovidajicim intervalu:

/f(aa:—l—b)dx:%F(ax—i-b)—i-C (3.1)

Tento jednoduchy princip ndm v praxi uSetfi spoustu prace. Pojdme si to ukazat na
problému, ktery jsme v minulé kapitole resili pomérné pracné.
3.3 Vypocet pro komoly kuzel — elegantnéjsi cesta

Zkusme znovu odvodit objem komolého kuzele o vysce h, se spodnim polomérem 7 a polomérem
hladiny r(h). V minulé kapitole jsme sestavili integral:

V(h) = /Ohw <r+ R}; ra:>2 dz (3.2)

Driive jsme museli zdvorku umocnit. Nyni vSak vidime, zZe jde o sloZzenou funkci, kde vnéjsi

funkce je druhd mocnina (jeji primitivni funkce je tfeti mocnina lomeno tfemi) a vnitini

funkce je linedrni vyraz ax + b, kde roli konstanty a hraje zlomek RI}T.

Podle vzorce (3.1) muzeme rovnou integrovat:

(3.3)

0

Zavedli jsme pomocné znadeni r(z) = r + £~

dosazeni horni a dolni meze dostavame:

T 3 Ts T
V() = r 1 (“L) - ) = (=) (3.4)

x, coz je presné polomér v dané vysce z. Po

R—r 3 3 3(R—r)
Abychom ziskali klasicky vzorec, sta¢i si uvédomit, Ze pro polomér plati r(h) —r = Rgrh.
7 toho muzeme vyjadrit le - = r(h})tr a tento vztah dosadit:
Vi) = (r(r)* = r*) (3.5)
3(r(h) —r) .

Nyni vyuzijeme algebraicky vzorec pro rozdil tietich mocnin A3 —B? = (A—B)(A?+ AB+ B?):

V(h) = W(r(h) =) (r(h) + r(R)r +12) (3.6)

Zavorky (r(h) — r) se vykrati a zistavd ndm onen znamy, ihledny vysledek. VSimnéte si, jak

nas znalost pokrocilejsiho integra¢niho pravidla uchréanila pred zdlouhavym algebraickym
roznasobovanim z minulé kapitoly!

V(h) = o (r(h)? +r(h)r +12) (3.7)
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3.4 Pravidlo per partes (po ¢astech)

Jak jsme zminili, integral sou¢inu neexistuje v jednoduché podobé [ f-g= [ f- [ g. MuzZeme
ale vyjit ze vzorce pro derivaci souc¢inu dvou funkei u(z) a v(x):

(u-v) =u - v+u-v (3.8)

Zintegrujeme-li obé strany této rovnice (a vynechame-li pro prehlednost argument x), dosta-
neme:

u-v:/u'-vdx—}—/u-v'dx (3.9)

Po jednoduché tpravé (odecteni jednoho z integrali) ziskdme vzorec pro metodu zvanou:

Metoda per partes (po ¢astech)

Pro funkce u, v diferencovatelné na intervalu I muzeme pri znalosti primitivni funkce k
u'v vyjadrit primitivni funkci k uv’ jako:

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx (3.10)

Tato metoda z integralu nedéld hotovy vysledek, ale prevadi jeden integral ([ -v') na
jing ([« -v). Nasim cilem je volit funkce u a v’ tak, aby byl novy integrél jednodussi nez ten
puvodni. Typicky za u volime funkci, kterd se derivovanim zjednodusi (napf. polynomy).

3.5 ReSené priklady na metodu per partes

1. Typicky soucin polynomu a exponencialy
Vypoctéte neurcity integral [ xe® du.

Reseni a metodika: Mame pied sebou sou¢in dvou funkei riznych typt (polynom a
exponencidla). To je klasicky adept na metodu per partes. Klicem k tspéchu je spravna
volba funkef u a v'. Jak jsme zminili v tivodu k této metodé, za u (funkei, kterou budeme
derivovat) chceme zvolit tu, kterd se derivovanim zjednodusi. Zkusme si rozebrat obé
moznosti:

e Slepa uli¢ka: Pokud bychom zvolili u = e* a v/ = z, dostali bychom v’ = e* a

v = % Novy integral ve vzorci by pak vypadal jako [ ef’:% dz. Tim jsme si viibec

vvvvv

e Spravna cesta: Zvolime-li u = x, derivaci ziskdme v’ = 1. Polynom se zredukoval
na konstantu a to ndm pomiize.

Zvolime tedy:

Po dosazeni do vzorce per partes dostavame:

/xezdx:x-em—/l-exdl‘

Druhy integral je jiz zdkladni tabulkovy integral exponencialy, takze miiZeme vypocet
rovnou dokonéit. Pro thlednéjsi zapis miizeme exponencidlu vytknout:

/xexdx:xex—ex—i—C’:ex(x—1)—|—C, relR
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Tip pro ucitele: Doporucte studentiim, aby si u metody per partes provedli zkousku
zpétnym derivovanim vysledku. Skvéle si tim procvi¢i derivaci sou¢inu a primo uvidi,
jak se ¢leny v rovnici (u - v) = v'v + uv’ navzéjem odectou a zbyde jen puvodni zadani.

. Neurdity integral logaritmu

Nyni mame néstroj k tomu, abychom spocitali integral z prirozeného logaritmu, ktery
nam v zakladni tabulce chybél. Trik spociva v tom, Ze si logaritmus predstavime jako
souéin 1 - In(z).

/ln(x) dz = /1-111(36) dz

Zvolime:

Po dosazeni do vzorce per partes:

/1-ln(:c)da;:a:-ln(x)—/l-xdx:xln(x)—/ldx:xln(x)—x—i—C

X

. Urcity integral logaritmu a skryty chytak

Pojdme vypocitat uréity integral fol In(z) dz. Na prvni pohled jde o dosazeni do vysledku,
ktery jsme pravé ziskali:

1
/0 In(z) de = [zIn(z) — 2]}

Zde jako ucitelé musime zbystfit! Funkce In(x) neni v bodé z = 0 definovdna a mé zde
vertikdlni asymptotu. Jedna se tedy o nevlastni integral vlivem meze a dolni mez
musime Tesit pomoci pravostranné limity.

1
/O In(z)dz = (1-1n(1) — 1) — lim (zln(z) — )

z—0t

=(0—-1)— lim zln(z) 4+ lim =
z—0t z—07T
=—1— lim zln(z)+0

z—07F

Limitu lim,_,+ « In(x) Fesime jako neurcity vyraz typu 0-(—oo) prevedenim na I’'Hospitalovo

pravidlo:

lim
r—0t = z—0t — s z—0t

Celkovy vysledek integralu je tedy —1. Geometricky to znamend, ze ackoliv ma plocha
mezi osou y a grafem logaritmu nekonecné dlouhy ,zobdk* sméfujici dolii, mé tento
region konec¢ny obsah rovny 1.

. Per partes a linearni substituce v jednom

Vypoctéte neurcity integral [ xsin(5x)dx a provedte zkousku.

Reseni: Opét mame soucin polynomu (z) a goniometrické funkce (sin(5z)). Za funkei u,
kterou budeme derivovat, zvolime polynom, aby se snizil jeho stuper.

u=zx = u =1

1
v' = sin(5z) = v=-¢ cos(bx)
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Metodicka poznamka: U vypoctu funkce v jsme vyuzili pravidlo pro integral slozené
funkce s linedrni vnitin{ funkei (rovnice 3.1), které jsme odvodili dfive. Nezapomerite
funkci vydélit koeficientem 5!

Dosadime do vzorce per partes:

zsin(bx)dr = x - 1 cos(br) ) — [ 1- 1 cos(bx) | dz
5 5

1 1
=i cos(bz) + £ /cos(5:):) dz

Nyni zbyva dopocitat integral z kosinu, kde opét aplikujeme pravidlo o déleni vnitini
derivaci:

1 1/1
/xsin(5az) dz = —5 cos(bx) + £ (5 sin(5m)> +C

1 1
=2 cos(bx) + % sin(bx) +C, z€R

Zkouska: Zpétnym derivovanim ovérime spravnost vysledku. U prvniho ¢lenu musime
pouzit pravidlo pro derivaci soucinu:

(—El)x cos(bx) + % sin(5x)>, = <—;> - cos(bx) + (—El)az) - (—sin(5x) - 5) + % cos(bz) - 5
= —é cos(bx) + zsin(bz) + é cos(Hx)
= xsin(5z)

Krajni ¢leny se odecetly a zlstal ndm presné puvodni integrand. Vypocet je spravny.

5. Vicenasobné pouziti per partes
Vypoctéte neuréity integral [ z3e?* dx a provedte zkousku.

Reseni: Protoze mame polynom tietiho stupné, jedno pouziti per partes ho zredukuje
pouze na polynom druhého stupné. Metodu tedy budeme muset aplikovat celkem trikrat.
U téchto prikladi je naprosto klicova formalni peclivost a hlidani znamének.

1. krok per partes:

u =2z = o =322
1
v = e = v=—e
2
1 3
/zge% de = —a3e®® - = /I2€2x dx
2 2
2. krok per partes (pro integral [ z2e?® dx):
u = z? = U =2
1
v = e*® = v= §€2$

1 1 1
/m262x dz = §$2€2$ - /2:U . 56295 dz = §$2€2x - /:Ee2m dz

3. krok per partes (pro integral [ ze?® dx):

U= = u =1

/ 2x 2x
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1 1 1 1
/xe% dr = —ze®® — | =e*®dx = —xe®® — —e*®
2 2 2 4

Sestaveni celkového vysledku: Nyni dosadime vsechny mezivypocty zpét "odspoda
nahoru". Pozor na zédpornéd znaménka pted integraly!

/a:geQ’” dr = 1.%'362:0 3 |:1.%'262x — (11,‘6230 — 16290)} +C

2 212 2 4
1 3 3 3
= §I362I - 156262‘70 + 13362‘76 - gezw +C

Pro prehlednost vytkneme exponencialu:

3 2z 2z 3 2
— — - + —-x— -]+ R
/x et dx e (21) X X 8) C, T €

Zkouska: Derivujeme soucin exponencialy a polynomu v zavorce.

1 3 3 3 ! 1 3 3 3 3 6 3
2x 3 2 2x 3 2 2x 2
32 B —9 Zp3 2 B S22 b

Zkouska opét potvrzuje spravnost naseho pomérné dlouhého vypoctu.

3.6 Metoda neurcitych soucinitelti

Jak jsme vidéli u vicenasobného pouziti metody per partes, vypoc¢ty mohou byt velmi zdlouhavé
a nachylné k chybam ve znaménkach nebo konstantach. Castou a elegantni alternativou je
metoda neuréitych souéinitelt (nékdy zvana odhadovd metoda). Tato metoda je zalozend
na tom, ze dokdzeme dopiedu odhadnout tvar primitivni funkce. Vyuzivame faktu, ze derivaci
polynomu je opét polynom a derivaci funkei e**| sin(ax) ¢i cos(ax) jsou opét tytéz funkce.
Vysledek tedy hleddme ve stejném tvaru, v jakém je zadani, ale s neznadmymi koeficienty. Tyto
koeficienty nasledné urc¢ime zkouskou — derivaci naseho odhadu a porovnanim se zadanou
funkci.

Pro¢ muazeme koeficienty porovnavat? Nasim cilem je, aby se derivace odhadnuté
funkce rovnala zadané funkci pro upiné kazdé x z piislusného intervalu. Dva polynomy (nebo
linedrni kombinace goniometrickych ¢i exponencidlnich funkef) se identicky rovnaji pro vSechna
x tehdy a jen tehdy, kdyz se rovnaji jejich koeficienty u odpovidajicich si ¢lent (napt. koeficient
u 22 na levé strané se musi rovnat koeficientu u 22 na pravé strané). Jinym zpiisobem této
trvalé rovnosti dosdhnout nelze. Timto porovnanim ziskdme soustavu linearnich rovnic, ze
které neznamé soucinitele snadno vypocitame.

Tato metoda funguje skvéle na souciny polynomi s exponenciadlnimi nebo goniometrickymi
funkcemi. Nelze ji vSak pouzZit na logaritmus! Pii derivaci funkce In(z) totiz vznikd
racionalni lomend funkce 1/z, ¢imz se narusi struktura polynomu a odhadnuty tvar by se po
derivaci nikdy nemohl rovnat ptivodnimu zadéni. Pro integrély jako [z In(x)dx nebo prosty
[ In(z) dz musite vzdy pouzit metodu per partes.

3.6.1 Exponencialni funkce

Pokud integrujeme vyraz ve tvaru P(x)e®, kde P(x) je polynom, hleddme primitivni funkci
ve tvaru Q(z)e®”, kde Q(x) je polynom stejného stupné jako P(zx).
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1. Exponenciala a polynom 1. stupné
Spoéitejme znovu integrél [ ze® dx.

Reseni: Polynom P(z) = x je 1. stupné, a = 1. Odhadneme tedy vysledek jako polynom
1. stupné krat exponencialu:

/xexdx = (Az+ B)e* +C

Aby to byla primitivni funkce, musi platit, Ze jeji derivace je rovna zadané funkci xe®.
Zderivujeme nas odhad (podle pravidla pro derivaci soucinu):

[(Az 4+ B)e®] = Ae® + (Azx + B)e® = e*(Azx + A + B)
Nyni porovname koeficienty u jednotlivych mocnin x s ptivodni funkci ze®:
i A=1
2. A+B=0= 1+B=0 = B=-1

Vysledek je tedy (z — 1)e® + C, coz se presné shoduje s nasim diivéjsim vypoctem.

2. Exponenciala a polynom 3. stupné

Spoéitejme integral [ x3e?® dx, na ktery jsme piedtim potiebovali tfikrat aplikovat per
partes.

Resend: Polynom v zadani je 3. stupné, odhadovany vysledek bude mit tvar:
(Az® + Bz® + Oz + D)e**
Zderivujeme tento odhad:
(3Ax% + 2Bx + C)e** + (Az® + Ba?® + Cx + D) - 2e**
Exponencidlu e?* vytkneme a slou¢ime ¢leny u stejnych mocnin :
¢ [242% + (34 + 2B)a” + (2B + 2C)x + (C + 2D)|

2x

Porovname s pivodni funkef 23e?* a fesime jednoduchou soustavu rovnic:

22 24=1 :>A:%

2% 3A+2B:0:>§+23:0:>B:_Z
xt: 2B+20:0:>—§+2C:0:>C:§

3 3
20 C+2D:0:>1+2D:o:>p:_g

Ziskali jsme vysledek e2* (%ZL‘?’ — %xQ + %:13 — %) + C, ke kterému jsme predtim dospéli

mnohem pracnéjsi cestou.

3.6.2 Goniometrické funkce

U goniometrickych funkei se situace mirné komplikuje tim, ze derivace sinu je kosinus a naopak.
Proto, i kdyz je v zadani pouze sinus, v odhadovaném vysledku musime predpokladat jak
sinus, tak kosinus, a to oba se svymi vlastnimi neznamymi polynomy.
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1. Sinus a polynom 1. stupné
Spocitejme integral [z sin(5x)dz.

Reseni: Odhadovany vysledek bude mit tvar dvou linedrnich polynomi:
(Az + B)sin(5x) 4+ (Cx + D) cos(5x)

Zderivujeme (pomoci derivace souc¢inu u obou €lent a s uvazenim derivace slozené
funkee):
Asin(5x) 4+ (Az + B) - 5cos(5x) + Ccos(5x) — (Cx + D) - 5sin(5x)
= sin(bz)[A — 5Cx — 5D] + cos(bx)[bAx + 5B + (]

Rozepiseme si to podle mocnin z u jednotlivych goniometrickych funkci. Zadani je
la sin(5z) 4 0 cos(5x):

1
x - sin(5zx) : —5C’=1:>C:—g
1-sin(5z): A—-5D =0
x-cos(br): BA=0 = A=0 = D=0
1 1
1-cos(bx) : 5B+C:0:>5B—5:0:>B:%

Dosazenim koeficienttt A, B, C, D dostavame vysledek 5= sin(5z) — t cos(5z) + C, coz
opét plné souhlasi s vypoc¢tem pomoci per partes.

2. Kosinus a polynom 1. stupné
Vypoctéte integral [(2xz — 1) cos(3z) dz.
Reseni: Postupujeme analogicky. N4s§ odhad vysledku je:

(Az + B)sin(3z) + (Cx + D) cos(3x)
Derivace odhadu:

Asin(3z) + 3(Ax + B) cos(3z) + C cos(3z) — 3(Cz + D) sin(3z)
= sin(3z)[A — 3Cx — 3D] + cos(3z)[3Ax + 3B + C]

Porovname se zadanou funkei (22 — 1) cos(3z), u které plati 0sin(3z) + (22 — 1) cos(3x):

r-sin(3z): —-3C=0= C=0
1-sin(3z) : A—SD:O:>D:§

2 2
x - cos(3z) : 3A:2:>A:§:>D:§

1
l-cos(3z): 3B+C=-1 = 3B+0=—-1 = B:—g
Vysledny integral je:

2 1\ . 2
(337 — 3) sin(3zx) + 3 cos(3z) + C

3. Sinus a polynom 2. stupné

Vypoctéte integral [ z?sin(z) dx.
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Resend: JelikoZ je zadany polynom kvadraticky, odhadneme vysledek pomoci kvadratic-
kych polynomu pro obé goniometrické funkce:

(Az® + Bx + O)sin(z) + (Dx* + Ex + F) cos(x)
Derivace odhadu (vnitini funkce je jen z, jeji derivace je 1):
(2Az + B)sin(z) + (A2® + Bz + C) cos(z) + (2Dz + E) cos(x) — (Dz* + Ex + F) sin(x)
= sin(x)[~D2? + (24 — E)z + (B — F)] + cos(z)[Az? 4+ (B + 2D)x + (C + E)]
Porovname s ptivodni funkei 2 sin(x):

U sin(z): —-D=1= D=-1
2A-FE=0 = E=2A
B-F=0= B=F
Ucos(z): A=0 = E=0
B+2D=0 = B-2=0 = B=2 = F=2
C+E=0= C+0=0= C=0

Ziskali jsme koeficienty, které dosadime zpét do naseho prvotniho odhadu:

(022 4 22 + 0) sin(z) 4+ (—12% + 0z + 2) cos(x) + C = 2z sin(z) + (2 — 22) cos(z) + C
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Kapitola 4

Metoda substituce: Kralovska
disciplina integrace

vvvvvv

substituce. Na rozdil od predchozich metod zde neexistuje univerzalni sablona. Uspéch Casto
zavisi na matematické intuici, schopnosti vidét ve vzorcich skryté vztahy a na obycejném
cviku. Nez se podivame na samotné integraly, pripomenme si princip substituce tam, kde ho
studenti znaji nejlépe: pri feseni rovnic.

Motivace: Substituce v algebre

Predstavme si exponencialni rovnici:
4" —6-2"+8=0

Tuto rovnici neumime fegit pifmo z hlavy. Vsimneme si ale, ze plati 4 = (2%)2, a
muzeme ji prepsat jako:
(2°)2-6-2°+8=0

Zde nastupuje metoda substituce, kterda probihd ve tfech jasnych fazich:

1. Prevod na jednodussi problém: Zavedeme novou proménnou (substituci) y =
2%. Slozita exponencialni rovnice se tim transformuje na obycejnou kvadratickou
rovnici:

> —6y+8=0

2. Vyreseni jednodussiho problému: Tuto rovnici snadno vyfreSime rozkladem
(y —2)(y — 4) =0, z ¢ehoz ziskdme koreny y; = 2 a yy = 4.

3. Navrat k pivodni proménné: Protoze nas zajimé neznamé x, nikoliv pomocné
y, musime se vratit k nasi substituci, dosadit mezivysledky a dopocitat ptivodni
zadani:

2=2 = x; =1

=4 = 29=2

\ J

Zcela analogicky funguje substituce u integralti. Nasim cilem je prevést slozity integral

zavedenim nové proménné na jednodussi (idealné tabulkovy), ten spocitat a na zavér se vratit

k ptivodni proménné. Matematickym zakladem této metody je pravidlo pro derivaci slozené
funkce. Pokud F' je primitivni funkce k funkci f, plati podle fetizkového pravidla:
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Pokud obé strany této rovnice zintegrujeme, dostavame zakladni vztah:

[ He@) - ¢@)da = F(p(a) +C

Tento vztah ndm umoznuje formalné nahradit slozity vnitini vyraz novou proménnou a prevést
jeden integral na druhy. V integralnim poctu rozlisujeme dvé zakladni véty o substituci. Lisi
se tim, jakym smérem substituci provadime, a predevsim tim, zda pro navrat k puvodni
proménné potrebujeme znat inverzni funkci.

Necht
1. funkce f(t) ma na otevieném intervalu J primitivni funkeci F'(t),
2. funkce t = ¢(x) je diferencovatelnd na otevieném intervalu I,
3. pro vSechna = € I plati p(z) € J.

Pak na intervalu I plati:

[ £e@) - ¢(@) do = Flp(a)) +C (1)

Poznamka: Véta plati i ve slabsi verzi. Interval J mutze byt z jedné nebo z obou
stran uzavieny a pak v jeho krajnich bodech pozadujeme platnost F’ = f jen pro
jednostrannou derivaci ve sméru zevnitt intervalu.

Dtikaz prvni véty o substituci: Z pravidla o derivaci slozené funkce plyne

(F(p(2)) = F'(p(2))¢ (z)
Protoze je F' primitivni funkci f na intervalu J a pro x € I je t = p(x) € J, muzeme na pravé
strané misto F’ napsat f

(F(e(x)) = fo(z)¢ (x)
Odtud plyne, ze funkce F(p(z)) je primitivni funkei f(p(x))¢’(z) na intervalu 7. B

P1i prvni vété o substituci zavddime novou proménnou za vnitrni funkci (tedy t = p(z)).
Vsimnéte si, Ze pro ndvrat k ptuvodni proménné se do vysledku F'(t) jednoduse dosadi zpét
vyraz ¢(x). Pro dokonéeni vypoctu zde tedy nepotifebujeme znit inverzni funkci.

Necht
1. funkce x = p(t) je diferencovatelnd a prostd na otevieném intervalu I,
2. protelje¢(t)#0,

oznatme J := o(I) := {p(t) : t € I} (obraz intervalu I ve funkci ¢),
ozna¢me ¢~ ! funkci inverzni k ¢ na intervalu I,

3. necht funkce f(z) je definovdna na otevieném intervalu J,
4. funkce G je primitivni funkei funkee f(¢(t)) - ¢/(t) na intervalu I.

Pak na intervalu J plati

[ f@)de = 6™ @) (42)




4.1. RESENE PRIKLADY 31

Dukaz druhé véty o substituci:
K dikazu tvrzeni potifebujeme ukazat, ze pro x € J plati

(Gle™ (@) = f(2) (4.3)
Z bodu 4 plyne prot € I
G'(t) = fle(t) - ¢ (t) (4.4)
7 pravidla o derivaci slozené funkce plyne
(Gle™ (@) =G (™ () (¢ (@) (4.5)
Pro t = ¢! (z) je G'(¢p~(z)) = G'(t) a dosazenim (4.4) do (4.5) dostaneme
(Gle™H (@) = fe(t) - &'(8) - (¢ () (4.6)
Z véty o derivaci inverzni funkce plyne pro z = ¢(t)
(™' @) - ¢ (t) =1 (4.7)
Dosazenim (4.7) do (4.6) dostaneme
(Gle™H(@))) = fle(t) (4.8)

Odkud dostaneme (4.3). B

Zatimco prvni véta ,schovava“ vnitini funkci do jednoho pismene, druha véta naopak
celou puvodni proménnou x nahrazuje novou, ¢asto slozitéjsi funkei p(t) (napf. zavadime
x = sin(t)). Pokud pravou stranu rovnice zintegrujeme podle proménné ¢ a ziskdme vysledek
G(t), musime pro navrat k ptivodn{ proménné x pouzit inverzni funkci ¢t = ¢~ (), aby
platilo vychozi [ f(x)dz = G(¢~!(x)) + C. Nutnost existence a nalezeni inverzn{ funkce déla

Vv,

Postup pri vypoctech

Vsimnéte si, ze substituci z = ¢(t) prechdzime jednim nebo druhym smérem mezi
integraly

[ few)-¢@dt, [ f@)ds

Pro provedeni substituce se pouziva zépis derivace jako podilu diferencidlti (nekonecné
malych prirustki)

dx
/
t) = —
¢t =5
ze kterych se vyjadii
dr = ¢/ (t)dt

Tento vztah pak dosadime do jednoho z integralti a tim ho prevedeme na druhy tvar.
\_ J

4.1 ReSené piiklady

1. Integral s jasnou vnitini funkci (Prvni véta o substituci)
Vypoctéte neurcity integral [ 2re®” dz.

5 v . . . R . [ .
Reseni: Zde vidime sloZzenou funkci e*”, jejiz vnitin{ funkce je ¢(z) = 2. Zaroveii
si vSimneme, ze derivace této vnitin{ funkce, tedy ¢'(z) = 2z, se v integrdlu rovnéz
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vyskytuje (a navic v sou¢inu). To je idedlni situace pro prvni vétu o substituci.
Zavedeme novou promeénnou ¢ za vnit¥ni funkeci.

t =122

dt =2z dx
Dosazenim do integralu dostdvame mnohem jednodussi tvar:

/eIQ-Q:Cda::/etdt:et—i-C

Nyni se vratime k ptivodni proménné. Podle prvni véty o substituci nepotrebujeme
hledat inverzni funkci, sta¢i prosté dosazeni vyrazu za t:

/21‘€I2 dz = e +C

2. Integral vedouci na logaritmus (Prvni véta o substituci)

Vypoctéte neurcity integral [cotzdx, tedy [ S50 dz.

ﬁ -cos x. Funkce sin z je ,vnitini“ (nachézi
se ve jmenovateli, neboli tvori vnitfek funkce 1/z) a jeji derivace cosz je pfipravena v
c¢itateli k vytvoreni diferencialu d¢t. Opét pouzijeme prvni vétu o substituci.

Reseni: Zlomek mtzeme vnimat jako soucin

t =sinx

dt = cosxdx

Dosadime:

1 1
/ - -cosxdx:/fdt:ln]t]—i-(]
sinx t

Néavrat k puvodni proménné:

/cotxdx =In|sinz|+C

3. Odstranéni odmocniny (Druha véta o substituci)

Vypoctéte neurcity integral [ \/51 7 de.

Resent: Zde nemame v integralu pripravenou derivaci zadné rozumné vnitini funkce
(derivace \/x je ﬁ, coz se v zadani nikde jako nasobek nevyskytuje). Pouzijeme proto
druhou vétu o substituci. Celou ptivodni proménnou = nahradime tak, abychom se
elegantné zbavili odmocniny. Zvolime = = t? a predpokladame ¢ > 0.

=t

dox = 2tdt

Vidime, Ze nahrazujeme samotné x novou funkei o(t) = 2. Po dosazent:

1 2t
—— 2dt= [ ——dt
/\/t2+1 /t+1
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Ziskali jsme integral racionalni funkce, ktery vyresime drobnou pravou — pri¢tenim a
odectenim jednicky v citateli:

t+1-1 1
22— dt =2 1——— =2t—-Inlt+1|) +
/ P dt /( 7 1)dt (t—1In|t )+C

Pro navrat k ptivodni proménné x nyni potiebujeme inverzni funkci. Jelikoz z = t?
a omezili jsme se na kladnd ¢, je inverzni funkce ¢t = \/z. Ziskany vyraz dosadime:

1
/de:mﬁ—mﬁﬂwc

4. Goniometricka substituce (Druhd véta o substituci)
Vypoctéte neurcity integral [v1 — z2dzx.
Reseni: Vyraz pod odmocninou napadné pfipomind goniometrickou identitu cos®t =

1 —sin? t. Vyuzijeme druhou vétu o substituci a zavedeme z = sint, kde t € (—g, %)

Zuzeni intervalu nam zajistuje, Ze funkce bude prostd (a bude tedy existovat inverze pro
ndvrat) a zdroven bude kosinus na tomto intervalu kladny, takze vcos?t = cost.

T =sint
dx = costdt

Dosadime do integralu a zjednodusime:
/\/1 —sin?t - costdt = /\/cos2t -costdt = /cosztdt

, o Ly o o 14-cos(2¢
Integrél z cos®t fesime pomoci zndmého vzorce pro poloviéni thel cos? t = H%():

/—I_C;)S()dt = §t+ Zsin(27§) +C = ?H‘ §SintCOSt+C

Nyni pfichdzi ndvrat k proménné x. Potrebujeme inverzni funkci: ¢ = arcsinz. Daéle
vyuzijeme, Ze sint = z a kosinus mizeme vyjadiit jako cost = V1 —sin?t = /1 — 2.

1 1
/\/l—xde:§arcsinx+§x\/l—x2+0
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Kapitola 5

Budou doplnény kapitoly

Rekurentni vzorce
Riemanntv integral
Integrovatelnost spojitych funkei
Vztah Riemannova a Newtonova integralu, Newton-Leibnizova véta
Geometrické aplikace integrali
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