Limita slozené funkce: Monotonie a substituce
Material pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Uvod do problematiky

Pii vypoétu limit sloZzenych funkei typu lim,_,. f(g(z)) ¢asto vyuzivime metodu substituce y =
g(z). Abychom mohli formalné piepsat limitu na lim,_,p f(y), musi byt splnény urc¢ité podminky.

V zékladnim kurzu analyzy se uvadéji dvé postacujici podminky pro platnost véty o limité
slozené funkce:

1. Spojitost vné&jsi funkce: Funkce f je spojitd v bodé D = lim, . g(x).

2. Vyhnuti se limit&: Funkce g(z) nenabyva hodnoty D na néjakém prstencovém okoli bodu
c.

V tomto textu se zaméfime na specifickou, ale v praxi velmi Castou situaci, kdy je vnitini
funkce **ryze monotoénni**. Ryzi monotonie totiz automaticky zajistuje splnéni podminky ¢. 2
(vyhnuti se limité) a navic nAm dava presnou informaci o tom, zda se jedna o limitu jednostran-
nou.

2 Véta o limité sloZzené funkce s monotéonni vnitfni slozkou

Nasledujici véta shrnuje situaci pro jednostranné limity. Pro Gcely dikazu i specifické kombinace
(z mnoha moznych), které ilustruji razné typy limit (vlastni/nevlastni body, rostouci/klesajici
funkce).

Véta 1 (O substituci v limité s monotonni funkei). Necht ¢ € R, A, L € R*, funkce g je na
levém/pravém okoli bodu ¢ ryze monotonni (tj. bud rostouct nebo klesagici) a A je limita funkce
g v bodé ¢ zleva/zprava.

Necht funkce f md v bodé A limitu L.

Pak mad slozend funkce f(g(z)) v bodé ¢ limitu rovnu L.

Predpoklad limy 4 f(y) = L lze (pro A € R) omezit na jednostrannou limitu, jeji typ zalezi
na druhu monotonie funkce g a druhu jednostranné limity v bodé c.

Tvrzeni plati i pro limity ¢ € {oo, —0o}. V tom piipadé neni nutny piedpoklad monotonie
funkce g, pokud plati (a my ho v tomto textu budeme vyzadovat), lze pak predpoklad limity
funkce f v bodé A omezit na jednostranné limity.

V dalsim zformulujeme a dokéZzeme nékolik konkrétnich ptikladi.

3 Vybrana tvrzeni a jejich dikazy

V této ¢asti dokdzeme vétu o limité sloZzené funkce pro tii specifické pripady. Grafy pod kazdym
tvrzenim ilustruji pfenos okoli:

e Fialova (vlevo dole): Okoli bodu ¢ (vstup ).

e Cervena (spojnice): Hodnoty g(z) se stavaji vstupem pro f(y).



Tvrzeni 1 (x — oo, vlastni limita vnitini funkce, nevlastni limita vngjsi funkce). Necht ¢ = oo,
A eR, L =o0. Predpokldidejme:

1. limy o g(x) = A,
2. funkce g je na jistém okoli co ryze rostouct,
8. limy,_, 4 f(y) = oo.

Pak plati limg 0 f(g(z)) = 00.

Diikaz. Mé&jme libovolné K € R. Hledame M € R takové, aby pro > M platilo f(g(x)) > K.
Z (3) existuje § > 0 takové, ze proy € (A—4,A) je f(y) > K. Z (1) a (2) plyne, Ze g roste k A.
Existuje tedy M € R tak, ze pro x > M plati g(x) € (A — 0, A). Tim padem f(g(z)) > K. O

Vnitini: g(z) &~ A Vnéjsi: vstup z (A — 4, A)

Tvrzeni 2 (z — ¢, nevlastni limita vnitini funkce). Necht ¢ € R, L € R a A = co. Piedpokld-
dejme:

1. limy .- g(x> = 00,
2. limy,00 f(y) = L.
Pak plati lim,_,.— f(g(x)) = L.

Diikaz. Pro libovolné okoli L existuje K € R (z limity vnéjsi funkce) takové, ze pro y > K je
f(y) blizko L. K tomuto K najdeme ¢ > 0 (z limity vnitini funkce) takové, Ze pro x € (¢ — d,¢)

je g(x) > K. Tedy g(x) padne do oblasti, kde f ma limitu L. O]
Vnitini: g(z) = oo Vnéjsi: vstup y > K
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Tvrzeni 3 (z — c*, nevlastn{ limita vnitini funkce —oo). Necht ¢ € R, A = —co0, L = oo.
Predpoklddejme:
1. limy o+ g(I) = =00,

2. limy o f(y) = oo.

Pak plati lim,_, .+ f(g(x)) = co.



Diikaz. Pro libovolné M existuje K € R (dostate¢né malé/zaporné) tak, ze pro y < K je f(y) >

M. Pro toto K existuje pravé okoli ¢, kde g(z) < K. O
Vnitini: g(z) - —oo Vnéjsi: vstup y < K
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4 Aplikace na prikladech

V nasledujicich ptikladech rozebereme limitu vnitini funkce (g), uréime, zda se blizi k limitnimu
bodu zleva ¢i zprava (monotonie), a nasledné provedeme substituci ve vngjsi funkei (f).

4.1 Piiklad 1: f(g(z)) = arctan (-%5)
Zde g(z) = %5 = 1+ —2%5 a vn&jsi funkee f(y) = arctan(y).
1. Limity v bodé 2:

e z — 27 Vyraz (x — 2) — 0. Tedy g(x) — +oo.
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lim arctan { —— | ——— lim arctan(y) = —.
z—2+ 2 y—+o0 2

o z — 27: Vyraz (z —2) — 0. Tedy g(z) = —o0.
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lim arctan( ) — lim arctan(y) = —5

2. Limity v nekoneénu:

o r — +oo: Plati lim, ;4. % = 1. Protoze vnéjsi funkce arctan(y) je spojita v bodé
y = 1, limitu vnéjsi funkece spo¢itdme prostym dosazenim funkéni hodnoty (neni t¥eba
Fesit strany).

lim arctan <$2> = arctan(1l) = %

T—r 00

f(y) = arctan(y)
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4.2 Priklad 2: f(g(z)) = arctan (%)
Zde g(x) = :%2 V bodé 0 je funkce 22 kladna.

e x — 0F: Protoze 22 — 07, plati g(z) — 400 pro obé& strany.
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lim arctan (| — | ——— lim arctan(y) = .
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Vnitini: y = 1/22 Vngjsi: y — oo
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4.3 Piiklad 3: f(g(z)) = exp (1)
Zde g(z) = % a vngjsi funkce f(y) = ev.

1. Limity v bodé 0:

ez — 0" 1/z — 4o0.

. =1/z .
lim eY/* % lim e¥ = +o0.
z—0t Y—r—+00
ez —0:1/x — —o0.
. =1/x .
lim e/ u) lim €Y =0.
z—0~ Y——00

2. Limity v nekoneénu:

e r — too: 1/x — 0. Funkce €Y je v bodé y = 0 spojita. Limita je rovna funkéni

hodnoté.
lim eY/* =¢0 =1.
r—to00
fly)=¢
g(z) =1/z oy
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