Limita slozené funkce: Od prikladu k teorii

Material pro studenty ucitelstvi matematiky

Tento text ukazuje vypocet limit slozenych funkci formou od konkrétnich ptikladu k teore-
tickym tvrzenim. Pro ispésny vypocet typu lim, . f(g(x)) casto zavadime substituci y = g(x).

1 Priklad 1: Limita do vlastniho bodu zprava

Budeme zkoumat limitu:
T
lim arctan (—)
z—2+ Tr— 2

1.1 Vypocet s komentarem

Vzdy, kdyz pocitame limitu slozené funkce, musime si nejprve identifikovat vnitini a vnéjsi
x

slozku a zacit vypocet od vnitini funkce. Zde je vnitini funkce g(x) = -5 a vnéjsi funkce je
f(y) = arctan(y).

Nejdiive spocitdme limitu vnitin{ funkce pro x — 2%. Vyraz ve jmenovateli (z — 2) se blizi
k nule z kladnych hodnot (tedy 0%), ¢itatel se blizi k 2. Cely zlomek tedy roste nade vsechny
meze, takze g(xr) — +00.

Tuto ziskanou hodnotu (nekonecno) nyni pouzijeme jako vstup (bod, ke kterému se blizime)
pro nasi vnejsi funkci. Provedeme substituci y = —%5 a pocitdme limitu vné&jsi funkce:

m
li t ==
Jm are an(y) )

Vysledek pivodni limity je tedy 7.

1.2 Definice limit a grafické znazornéni

Pojd'me si nyn{ situaci rozebrat formélné pies definice pifslusnych okoli.

e Limita vnitini funkce: lim, ,o+ g(z) = 0o znamend: Pro libovolné K € R existuje § > 0
takové, ze pro vSechna x € (2,2 4+ 6) plati g(z) > K.

e Limita vné&jsi funkce: lim, ., f(y) = 5 znamena: Pro libovolné € > 0 existuje K € R
takové, ze pro vsechna y > K plati f(y) € (§ —¢,5 +¢).

Nasledujici grafy ilustruji prenos okoli. Fialova barva znac¢i okoli bodu na vstupu, ¢ervena
barva pak hodnoty, které se stavaji vstupem pro vnéjsi funkci.



Vnitint:

g(T) 4
Vnéjsi: vstup y > K
K ,,,,,,,
f(y)
P L
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1.3 Tvrzeni a dikaz pro tento priklad

Pro nami vypocitany piipad plati konkrétni verze véty o limité slozené funkce. Tvrzeni nevyzaduje
monotonii, protoze limita vnitini funkce je nevlastni.

Tvrzeni 1.1 (Nevlastn{ limita vnitin{ zprava, vlastni vnéjsi). Necht ¢ € R a L € R. Predpoklddejme,
Ze: 1. lim, .+ g(z) = o0, 2. lim,_, f(y) = L. Pak plati lim, .+ f(g(x)) = L.

Dikaz. 7 definice limity vnéjsi funkce vime, ze pro libovolné malé okoli bodu L (zadané pomoci
e) existuje hranice K € R takova, ze jakmile je vstup y > K, je hodnota f(y) blizko L.
Protoze lim, ..+ g(z) = oo, k tomuto konkrétnimu K dokédzeme najit pravé okoli bodu e,
tedy interval (c,c+ J), na kterém plati, ze g(z) > K.
Kdyz to slozime dohromady: vezmeme x € (¢, ¢+ §), z vnitini limity vyplyne, ze g(z) > K.
Tim padem g(x) padne presné do té oblasti, kde vnéjsi funkce f vraci hodnoty blizko L. Tedy
hmw—m* f(g([L’)) =L. u

2 Priklad 2: Oboustranna limita do vlastniho bodu

. 1
lim arctan [ —
x—0 372

2.1 Vypocet s komentarem

Budeme zkoumat limitu:

Vizdy zac¢indme od vnitini funkce, kterou je zde g(x) = w% Vnéjsi funkel je opét f(y) =
arctan(y).

Zkouméme limitu v bodé z — 0. Vsimnéme si, Ze v bodé 0 je funkce 22 vzdy kladna (pro
pravé i levé okolf). Pro obé strany x — 0% se jmenovatel 22 — 07, a proto celd vnitin{ funkce
roste do nekonecna: g(x) — 400 pro obé strany.

Nyni provedeme substituci y = x% a spocitdme limitu vnéjsi funkce pro hodnotu, ke které
se vnittni funkce ptiblizila:

m
li t = —
Jm arc an(y) 5

Vysledek slozené limity je tedy 7.



2.2 Definice limit a grafické znazornéni

e Limita vnitini funkce: lim, ,og(z) = oo znamend: Pro libovolné K € R existuje
prstencové okoli (—6,0) \ {0}, na kterém plati g(z) > K.

e Limita vnéjsi funkce: Stejna jako v Prikladu 1.

Vnitinf: g(z) = 1/x?

9(1) 4

Vnéjsi: vstup y > K
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2.3 Tvrzeni a dikaz pro tento priklad

Zde formulujeme tvrzeni pro oboustrannou limitu, predpoklady jsou obdobné jako v Piikladu
1, ale pracujeme s oboustrannym prstencovym okolim.

Tvrzeni 2.1 (Nevlastn{ oboustrannd limita vnitini, vlastn{ vnéjsi). Necht ¢ € R a L € R.
Predpokladejme, Ze: 1. lim,_,.g(z) = oo, 2. lim,_,o f(y) = L. Pak plati lim,_,. f(g(x)) = L.

~ o~/

pro y > K platilo, ze f(y) je blizko L. K tomuto K nésledné z definice vnitini limity zaruc¢ené
najdeme prstencové okoli bodu ¢, tedy (¢ — d,¢+ 9) \ {c}, kde hodnoty g(x) > K. Substituci
y = g(x) ziskdvame pozadované hodnoty na vstupu do f(y) a dukaz je hotov. O

3 Priklad 3: Limita do vlastniho bodu zleva

e (3)
lim exp | —
z—0~ T

3.1 Vypocet s komentarem

Budeme zkoumat limitu:

Znovu postupujeme zevniti: vnitinf funkce je g(z) = < a vngjs{ funkee je f(y) = €.
Zajima nas limita pro x — 07. Vyraz % se blizi k nule pres zaporné hodnoty, jmenovatel je
tedy zaporny a blizko nule. Vysledek zlomku roste do zaporného nekonecna, takze i — —0Q.
S vyuzitim substituce y = % pristoupime k vypoctu vnéjsi limity pro y — —oo:

lim e =0
y——00

Vysledek je tedy 0.



3.2 Definice limit a grafické znazornéni

e Limita vnitini funkce: lim, ,o- g(x) = —oo znamend: Pro libovolné malé ziporné
K € R existuje 6 > 0 tak, ze na levém okoli (—¢,0) plati g(z) < K.

e Limita vnéjsi funkce: lim, , e = 0 znamena: Pro libovolné € > 0 existuje K € R
takové, ze pro y < K plati 0 < e¥ < e.

Vnéjsi: vstup y < K

Vnitini: g(z) - —oo fly)
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3.3 Tvrzeni a dikaz pro tento priklad

Tvrzeni 3.1 (Nevlastni limita vnitini zleva —oo, vlastni vnéjsi). Necht ¢ € R a L € R.
Predpoklddejme, Ze: 1. lim, .- g(x) = —oo, 2. lim,,  f(y) = L. Pak platilim, .- f(g(x)) =
L.

Dikaz. Pro libovolné malé okoli limitni hodnoty L najdeme K € R (dostatecné velké v
zapornych éislech) z limity vnéjsi funkce tak, ze pro vsechna y < K jsou hodnoty f(y) v
pozadovaném okoli L.

Diky tomu, ze limita vnitini funkce je —oo, existuje k tomuto zdpornému K levé okoli
(¢ —96,c¢), na kterém hodnoty g(x) spliuji g(z) < K. Substituci se opét bezpecné dostavame do
oblasti, kde f(y) miii k L. O

4 Priklad 4: Limita v nevlastnim bodé (v nekonecnu)

Budeme zkoumat limitu:

. T
lim arctan ( )
T—00 Tz —2

4.1 Vypocet s komentarem

Znovu zacindme identifikaci funkei. Vnitini funkce je g(z) = —%5 a vnéjsi funkce je f(y) =

arctan(y). i

Nejprve spocitame limitu vnitini funkce pro x — oo. Pro vypocet limity racionalni lomené
funkce v nekonec¢nu muzeme c¢itatele i jmenovatele vydélit nejvyssi mocninou x, nebo si vyraz
upravit na tvar 1 + ﬁ Kdyz se x blizi do nekone¢na, zlomek % se blizi k nule. Cela vnitini
funkce se tedy blizi k 1: g(z) — 1.

Ziskanou hodnotu y = 1 nyni pouzijeme pro vypocet limity vnéjsi funkce. Vsimnéme si,
ze vnéjsi funkce arctan(y) je v bodé y = 1 spojitd. Diky této spojitosti nemusime fesit, zda

4



se k jednicce blizime zprava nebo zleva, a limitu vnéjsi funkce spocitame prostym dosazenim
funkéni hodnoty:

. m
?lJl_rH arctan(y) = arctan(1l) = 1

Vysledek puvodni limity je tedy 7.

4.2 Definice limit a grafické znazornéni

e Limita vnitini funkce: lim, ., g(x) = 1 znamena: Pro libovolné malé okoli bodu 1
(uréené polomérem 6 > 0) existuje hranice K € R takova, ze pro vsechna z > K plati
g(x) € (1 —6,1+ 6). V nasem piipadé se hodnoty blizi dokonce jen shora, plati tedy
g(x) € (1,14 9).

e Spojitost vnéjsi funkce: Spojitost f(y) v bodé y = 1 znamend, ze lim,_,; f(y) = f(1).
Tedy pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro vstup y € (1 —4,1+0) lezi funkéni
hodnoty f(y) v okoli (¥ —&,5 +¢).

Vnitini: g(z) — 1

Vnéjsi: vstup blizko y =1
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4.3 Tvrzeni a dikaz pro tento priklad

Nasledujici tvrzeni vyuziva toho, ze pokud je vnéjsi funkce spojitd v limitnim bodé vnitini
funkce, je vypocet slozené limity velmi ptimocary (odpadd nutnost zkoumat monotonii vnitini
funkce nebo jeji vyhnuti se limité).

Tvrzeni 4.1 (Vlastn{ limita vnitin{ funkce v nekone¢nu, spojitd vnéjsi). Necht ¢ € R. Pred-
pokladejme, Ze:

1. lim, o g(x) = ¢,

2. funkce f(y) je spojitd v bodé c.

Paks plati lim, . f(g(z)) = £(c).

Dukaz. Ze spojitosti vnejsi funkce f v bodé ¢ vyplyva, ze k libovolnému okoli funkéni hodnoty
f(c) (uréenému € > 0) dokazeme najit okoli bodu ¢ (urc¢ené polomérem § > 0) takové, ze pokud
y € (c—0d,c+0), pak se f(y) od f(c) lis{ 0 méné nez e.
Protoze pro vnitini funkei plati lim, ., g(z) = ¢, dokdzeme k tomuto konkrétnimu § najit
hranici K € R tak, ze pro viechna z > K padnou hodnoty g(x) do intervalu (¢ — 4, ¢ + d).
Slozenim obou kroku dostdvame, ze pro x > K je g(z) v d-okoli bodu ¢, a proto hodnota
slozené funkce f(g(z)) spolehlivé padne do e-okoli bodu f(c). Tim je véta dokdzana. O



5 Priklad 5: Limita do vlastniho bodu zprava s nevlastnim
vysledkem
, 1
IIL%L P (;)

5.1 Vypocet s komentarem

Budeme zkoumat limitu:

Opét zacindme identifikaci funkef. Vnitinf funkee je g(2) = 1 a vnejsf funkee je f(y) = €.

Nejdifve spocitdme limitu vnitin{ funkce pro x — 07. Protoze se k nule blizime zprava (tedy
ptes kladna ¢isla), jmenovatel z je kladny a velmi maly. Hodnota celého zlomku % tedy roste
nade vsechny meze do kladného nekoneéna: g(x) — +o0.

Ziskanou hodnotu (nekone¢no) pouzijeme pro substituci y = % a pocitame limitu vnéjsi
funkce pro y — 4o00:

lim e’ =+o0
Yy—r—+00

Vysledek slozené limity je tedy nevlastni, rovna se +o0.

5.2 Definice limit a grafické znazornéni
V tomto pripadé se obé limity tykaji nekonecna, formalizujeme je takto:

e Limita vnitini funkce: lim, ,y+ g(x) = 0o znamené: Pro libovolné velkou hranici K € R
existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna z € (0,4) na pravém okoli nuly plati g(z) > K.

e Limita vné&jsi funkce: lim, , ¢ = oo znamend: Pro libovolné velkou cilovou hranici
M € R existuje vstupni hranice K € R takovd, ze jakmile je vstup y > K, plati pro
funkéni hodnoty f(y) > M.

Vnitini: g(z) — oo Vnéjsi: vstup y > K

9(). f(y)

5.3 Tvrzeni a diikaz pro tento priklad

Zde formulujeme tvrzeni pro slozeni dvou nevlastnich limit.

Tvrzeni 5.1 (Nevlastn{ limita vnitin{ zprava, nevlastni vnéjsi). Necht ¢ € R. Predpoklddejme,
Ze: 1. lim, .+ g(z) = 00, 2. lim,_, f(y) = 0o0. Pak plati lim, .+ f(g(z)) = oo.



Dikaz. Chceme ukézat, ze pro libovolné velkou hranici M € R dokdzeme najit pravé okoli
bodu ¢, na kterém bude f(g(z)) > M.

Z definice vnéjsi limity lim, o, f(y) = oo vime, Ze k tomuto zvolenému M existuje hranice
K € R takovd, ze jakmile je vstup y > K, pak f(y) > M.

Nyni vyuzijeme vnitini limitu lim, ,.+ g(z) = oco. K nalezenému K musi existovat pravé
okoli bodu ¢, tedy interval (c,c+ d), na kterém plati g(x) > K.

Kdyz tyto dva kroky spojime: pro libovolné = € (¢, ¢+ 6) plati, ze g(x) > K. Tuto hodnotu
dosadime jako y do vnégjsi funkce, a protoze je vétsi nez K, zarucené plati f(g(z)) > M. Tim
jsme dokazali, ze i slozend funkce roste nade vsechny meze. O]



