Sbirka priklad: Newtontiv urcity integral

Material pro studenty uditelstvi matematiky!

1 Rozcvicka a primé aplikace vzorce

Tato ¢ast slouzi k zopakovani Newton-Leibnizovy formule: f: f(z)dx = [F(2)]2 = F(b) — F(a).
Zaci zde trénuji zakladni tabulkové integraly a praci se zlomky ¢i odmocninami.
Priklad 1.1: Polynomicka funkce
Vypoctéte:

2

/ (322 — 2z + 1)dz
1
Regeni: )
[2° —2®+2]|=8-44+2)-(1-1+1)=6-1=5

Metodicka poznamka: Ucitel by mél dbat na to, aby Zaci disledné pouzivali za-
vorky pii ode¢itani dolni meze F'(a). Ztrata znaménka je zde nejc¢ast&jsi numerickou
chybou.

Piiklad 1.2: Goniometrické funkce

Vypoctéte:

/ " cos(22) da

0

1 ! 1 1 1
[2 sin(2x)] . =3 sin (2 . %) ~3 sin(0) = 3 sin (g) -0= 3

Metodicka poznamka: Priklad testuje nezapomenuti na vnitini derivaci (respektive
na konstantu % pochézejici z linearni substituce t = 2x).

2 Metoda per partes a substituce

V urcitém integralu maji tyto metody sva specifika, zejména nutnost ménit integrac¢ni meze pfi
substituci.

Priklad 2.1: Per partes v urc¢itém integralu

1
/ ze® dx
0
ResSeni:

Zvolimeu=z = ' =1lav =¥ = v =2¢".

Vypoctéte:

1
[xex][l)_/ €xd$:(1'€1—0'60)—[6x]é:e—(el—eo):e—e+1:1
0

1Sbirku vytvofil LLM Gemini na zakladé promptu: Vytvof sbirku piikladii na Newtontv uréity integral pro
studenty ucitelstvi matematiky.



Priklad 2.2: Substituce se zménou mezi

Vypoctéte:

2
/ 2zv 2?2 + 1dz

0
Reseni:
Zavedeme substituci ¢t = 22 + 1. Pak dt = 2z dz.
Nové meze: prox =0jet=1;proxz =2 jet = 5.

5 51 )
/ \/idt:/ t2 dt = [t
1 1 3

Metodickd poznamka: Pifechod na nové meze je pro zaky casto matouci. Ucitel
by mél zduraznit, ze diky zméné mezi se na konci vypoc¢tu uz nemusime vracet k
plivodni proménné x, coz vypocet znacné urychluje a zkracuje zapis.
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3 Vlastnosti integralu (Zjednoduseni prace)

Dobfe polozeny ptiklad odméni studenty, kteii premysleji o geometrii a vlastnostech funkei, misto
aby jen slepé integrovali.

Priklad 3.1: Symetrie intervalu a licha funkce

Vypoctéte:
/ 23 cos(x) dz
Reseni:
Funkce f(z) = x3cos(x) je lich4, protoze f(—x) = (—z)3cos(—x) = —a3cos(z) = —f(x).

Interval integrace (—m,m) je symetricky podle pocatku. Integral liché funkce na symetrickém
intervalu je roven nule. Vysledek je tedy 0.

Metodicka poznamka: Pokud student zacne piiklad fesit trojnasobnym pouzitim

metody per partes, stravi na ném 15 minut a pravdépodobné udéld numerickou chybu.
Ucitel by zde mél demonstrovat silu teoretickych znalosti nad pouhym ,poctarstvim®.

4 Didaktické chytaky a tuskali (Problémové tlohy)

Tato sekce je pro budouci ucitele stézejni. Ukazuje situace, kdy mechanicki aplikace vzorce vede
k absurdnim vysledktm.

Priklad 4.1: Prace s absolutni hodnotou

Vypoététe obsah plochy ohrani¢ené osou x a grafem funkce f(z) = |z| — 1 na intervalu (—2,2).
(Tj. feSte integral absolutni hodnoty).
2
/ (|| — 1) dx
-2
Resenti:

Funkei je nutné rozdélit podle nulového bodu absolutni hodnoty (z = 0):

/Z(—x—1)dx+/02(x—1)dx

2



7 duvodu sudosti funkce si mtzeme praci zjednodusit jako:

2

2./02(x—1)dx:2[‘f—4 —2.(2-2)=0

0

Piiklad 4.2: Klasicka ,zakovska“ chyba (Bod nespojitosti)

Kriticky zhodnotte nasledujici vypodcet:

/11;2d:c— {—H 11 — (1) = (1) = —2

Reseni a rozbor:
Vypocet je chybny. Funkce f(z) = %2 je na celém svém defini¢nim oboru kladna, proto nemuze
byt integral (vyjadiujici obsah plochy pod kiivkou) zéporny.

Chyba spo¢iva v nerespektovani predpokladi Newton-Leibnizovy formule: Funkce neni spo-
jitanaintervalu (—1, 1), méa singularitu v bodé 2 = 0. V klasickém smyslu Riemannova/Newtonova
integralu zde integral neexistuje (jedna se o divergentni nevlastni integral).

Metodicka poznamka: Tento ptiklad by mél kazdy budouci ucitel znat zpaméti. Je
to nejlepsi demonstrace toho, pro¢ se na za¢atku kazdé véty v analyze u¢i predpoklady
(,Necht je funkce spojita na uzavieném intervalu...“). Pokud se pfedpoklady neovéri,
matematika dava nesmyslné vysledky.



