Nekonecné ciselné rady
(Od intuice k rigordzni teorii)

5. brezna 2026

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zaméiuje s
posloupnosti. Cilem této kapitoly je vybudovat spolehlivou intuici i pfesny
formalni aparat pro zkouméani nekoneénych soucti.

1 Motivace: Kde potkame nekonec¢no?

Nez pristoupime k formalnimu vykladu, ukazme si nékolik situaci, kde se
s myslenkou nekoneéného souctu prirozené setkavame. Tyto priklady nam
pomohou budovat intuici o tom, kdy ma smysl nekonecné mnoho c¢isel secist.

o Magie ¢isel: Je 0,9 opravdu 17 Zaci to Casto odmitaji prijmout. Mu-
zeme jim to vSak nazorné ukazat pomoci nekonecného séitani: 0,9 =
9 4 9 4 9
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o DAavkovani 1ékt: Pacient bere kazdych 8 hodin 100 mg léku, pricemz
télo ¢ast odbourd. Poroste mnozstvi latky v téle do nekonecéna (otrava),
nebo se ustali? Soucet nekonecné mnoha zbytkovych davek nam da
odpoveéd.



2 Zakladni pojmy: Posloupnost vs. Rada

Zakladni poznatek

Méjme posloupnost redlnych ¢isel (a,,)>2 ;. Posloupnosti ¢aste¢nych
souctu (s,) rozumime:

S1=a1, Sy=ai+az, ... S,=ai+ax+---+ay

Existuje-li vlastni limita lim,,_,. s, = s, fikame, ze fada konverguje
a jeji soucet je s. ZnaCime > 7, a, = s. V opacném pripadé fada
diverguje.

Didaktickd poznamka / Pohled ucitele

Metafora hromady pisku:
Studenttim se pojmy pletou. Predstavte si, Ze stavite hromadu z pisku.

e Posloupnost a, odpovida tomu, kolik pisku prisypu v n-tém
kroku.

« Casteény soudet s, je, jak velkd je hromada po n krocich.

Konvergence znamena, ze i kdyz sypeme donekonecna, hromada ne-
preroste urcitou vysku. Nutnou podminkou pochopitelné je, ze velikost
pridavanych lopatek pisku se musi zmensovat k nule (lima,, = 0).

3 Geometricka rada: Zakladni kamen

Geometricka rada je nejzakladnéjsim typem konvergentni fady. Kazdy dalsi
¢len ziskdme vyndsobenim predchoziho konstantou ¢ (kvocient).

Zakladni poznatek

Geometrickd fada Y22, a;¢" ! konverguje pravé tehdy, kdyz |q| < 1.
Jeji soucet je pak dan vzorcem:

Pro |¢| > 1 fada diverguje (nebo osciluje).




4 Varovné priklady: Proc¢ selsky rozum ne-
staci
Uvazujme Grandiho fadu: 1 —1+1—1+1—1+... Jaky je jeji soucet?
o Uzévorkujeme: (1 -1)+(1—-1)4+---=04+0+---=0.
o Uzavorkujeme jinak: 1 - (1-1)—(1—-1)---=1-0—-0---=1.

Didaktickd poznamka / Pohled ucitele

\
Toto je silny moment pro vasi vyuku! Vyse uvedeny spor ukazuje, ze

nekonecno neni ¢islo. S nekonecnymi soucty nelze automaticky pro-
vadét bézné algebrické tpravy (jako je asociativni zdkon), na které
jsme zvykli z kone¢né matematiky. Proto potfebujeme formalni krité-

ria konvergence.
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5 Harmonicka rada: Nenapadna exploze

Ackoliv plati nutna podminka konvergence (lim% = 0), soucet prevracenych
hodnot prirozenych c¢isel roste do nekonecna.

Divergence harmonické rady

Rada 2% % =1+ % + % -F i + ... je divergentni. Jeji soucet je +oo.

6 Rady s nezapornymi ¢leny a kritéria kon-
vergence

Zde zkoumame, jak rychle se s¢itance blizi k nule. Nejznaméjsimi néstroji
jsou podilové (d’Alembertovo) a odmocninové (Cauchyho) kritérium, ktera
v jadru pouze srovnavaji nasi fadu s radou geometrickou.

Velmi nazorné je Integralni kritérium.



Didaktickd poznamka / Pohled uditele

7 obréazku je ihned vidét podstata integralniho kritéria. Obsah obdél-
nicku (¢lent rady) zjevné souvisi s plochou pod grafem spojité funkce.
Pokud zintegrujeme klesajici funkci do nekonecna a vyjde konecné cislo,
musi byt konecény i soucet rady (a naopak).

7 Alternujici rady: Leibnizovo kritérium

Pokud tada pravidelné stiidd znaménka (napf. 1 — % + % — }1 ...), jeji kon-
vergenci zarucuje Leibnizovo kritérium.

sHdyimita)
+as

% 1 —— 1

T~
so0=0 S2 aq 51

~

Metafora skakajici zaby

Predstavte si zabu sedici v pocatku ciselné osy. Stiidani znamének
znamena, ze skace doprava, pak doleva, pak doprava... Pokud se délka
jejich skoku neustale zmensuje (monoténné) a limitné se blizi k nule,
zédba nema4 jinou moznost, nez se postupné ,usadit” v jednom konkrét-
nim bodé. To je presny mechanismus Leibnizova kritéria!




8 Absolutni a relativni konvergence

Zakladni poznatek

Rikdme, ze fada >0’ a, konverguje absolutné, pokud konverguje
rada jejich absolutnich hodnot »°°, |a,|. Konverguje-li >>>°, a,, ale
nekonverguje absolutné, rikdme, ze konverguje relativné (neabso-

lutné).

9 Prerovnavani rad: Riemannova véta

Zde prichazi jeden z nejvice sokujicich poznatki vysokoskolské matematiky,
ktery ukazuje kiehkost nekonecna.

Riemannova véta (Rozbiti komutativity)

Zékladni skola nés uci, ze a+b = b+a. U absolutné konvergentnich rad
(stabilnich) to plati i pro nekonecno clent. Avsak neabsolutné kon-
vergentni radu lze prerovnat tak, aby jeji soucet bylo jakékoliv
realné dislo, pripadné aby divergovala! Divodem je, ze takova rada
obsahuje dostatek kladnych ¢lent na to, abychom z nich ,nascitali ne-
konefno“, a dostatek zapornych na totéz. Vhodnym vybérem (napf.
vezmu 10 kladnych, 1 zaporny, 10 kladnych...) mizeme limitu manipu-
lovat dle libosti.

10 Krasa a sila rad

K ¢emu to celé je? Aparat fad nam otevird dvetfe k definicim a vypoctim
funkei.



Znamé soucty a Taylorovy rady

Diky mocninnym tfadam nepottrebuji kalkulacky slozité tabulky pro
vypocet goniometrickych funkci. Euler a Leibniz nam zanechali krasné

vzorce:

.1
e = +ﬂ+i+§+'“

Tl Ll (propojent celfch disel a kruhul)
= g+t~ =+-.. (propojeni celjch &isel a kruhu!
2 1 1 1
%:1+1+§+E+”' (Basilejsky problém)
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