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Kapitola 1

Rady

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zamétiuje s posloupnosti. Navic
se v jinych oborech pouzivd pojem casova fada ve smyslu posloupnosti. Studentim se tyto
pojmy hodné pletou, prestoze se uz na stiedni skole setkali s pojmy geometrickd posloupnost,
geometrickd rada, aritmetickd posloupnost, aritmetickd rfada. Proto je potfeba si ,vtlouci® do
hlavy, Ze geometrickd posloupnost je napriklad 1,1/2,1/4,1/8, ..., zatimco geometricka rada
je napiiklad 1 +1/2+1/4+1/8+ ..., tedy soucet.

Nez pristoupime k formalnimu vykladu (ktery za¢neme desetinnym rozvojem realnych
¢isel a prevedenim periodického rozvoje na zlomek), ukazme si nékolik situaci z redlného svéta,
kde se s myslenkou nekone¢ného souctu prirozené setkavame. Tyto priklady ndm pomohou
budovat intuici o tom, kdy méa smysl nekoneé¢né mnoho ¢isel secist a kdy to naopak vede
k ,explozi“ nebo zmatku.

1.1 Motivace: Kde vSude v realném svété potkame nekonecno?

1. Magie ¢isel a Skolska praxe: Je 0,9 opravdu 17

Jedna z nejcastéjsich otazek zvidavych zaka zni: Jak mize byt cislo, které zacind nulou, rovno
jedné? Zaci ¢asto odmitaji prijmout fakt, ze 0,9 = 1. MiiZzeme jim to vSak nizorné ukazat
pomoci nekone¢ného séitéani (nekonecné geometrické rady):

_ 9 9 9

0,9=0,999- - = —+ — 4+ ——+...

’ ’ 10 + 100 * 1000 +
Pravé studium rad nam v nasledujicich kapitolach dé do ruky silny nastroj, jak dokazat, ze
tento soucet skutecné konverguje presné k hodnoté 1.

2. Financéni gramotnost: Perpetuita a slozené uroceni

Pokud si budeme kazdy mésic uklddat 1000 K¢ na tcet s garantovanym trokem, tvoii nase
vklady a jejich tiro¢eni posloupnost. Co kdybychom vsak chtéli dostavat stabilni rentu ,navzdy*
(tzv. perpetuita)? Jakou hodnotu mé takovy slib dnes? Vypocet soucasné hodnoty budoucich
nekonecnych vynosta vede piimo na soucet nekonecné geometrické rady:

_ A + R + R +
Cl4d o (1492 (1+0)3

kde R je renta a ¢ je irokova mira. Bez znalosti fad by modern{ finan¢ni matematika nemohla
fungovat.
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3. Fyzika a sport: Draha skikajiciho micku

Pustime gumovy micek z vysky 1 metru. Po kazdém dopadu ztrati ¢ast své kinetické energie
a vyskodi jen do 80 % predchozi vysky. Kolikrdt se odrazi, nez se plné zastavi? Teoreticky
nekonecnékrat. Jakou ale urazi celkovou drahu? Draha se skldda z letu dol a nahoru:

s=1+2-(08)+2-(0,8%)+2-(0,8%) +...

Ackoliv proces obsahuje nekone¢né mnoho kroki, celkova draha je konecné (fada konverguje).
Toto je klasicka ukazka toho, ze nekone¢no nemusi nutné znamenat ,,nekonec¢né velky vysledek .

4. Lékarstvi: Davkovani 1éku v téle

Pacient dostane 100 mg 1éku. Béhem 8 hodin télo odbourd 40 % uc¢inné latky (zustane 60 %).
Za 8 hodin si pacient vezme dalsich 100 mg. Pokud bude pacient brat léky dlouhodobé, poroste
mnozstvi latky v téle do nekoneéna (a dojde k otravé), nebo se ustdli na néjaké bezpecné
hladiné? Mnozstvi latky v téle tésné po podani n-té davky tvori ¢astecny soucet rady:

100 4100 - 0,6 + 100 - 0,62 + - - - + 100 - 0,6™

Diky tomu, ze kvocient je mensi nez 1, hladina léku v téle se ustali.

5. Architektura a hlavolamy: Véz z knih

Predstavte si hromadu stejnych ucebnic. Chcete je vyskladat na sebe tak, aby horni kniha

vy

Vvev

1+1+1+ ~—1Q+1+1+ )
2 4 6 2 2 3

Vyraz v zévorce je tzv. harmonicka Fada. Jak si pozdéji ukizeme, tato fada diverguje (jeji
soucet roste nade vSechny meze). Piekvapiva odpovéd tedy zni: s dostateénym poctem knih
postavite most klidné pres cely ocean!

6. Zaludny vypina¢ a klamy nekone¢na (Grandiho fada)

Mate vypina¢. Zmacknuti znamend +1 (svétlo), dalsi zméacknuti —1 (tma). Zacnete s nulou a
mackate donekonecna:
1-14+1-14+1-1+...

Bude na konci rozsviceno, nebo zhasnuto? Pokud bychom pouzili neopatrné uzavorkovani, mohli
bychom tvrdit, ze soucet je (1—1)+(1—1)+--- = 0. Jiné uzavorkovani 1 —(1—-1)—(1—1)...
dava 1. Tento priklad slouzi jako dilezité varovani (kterému se budeme vénovat v kapitole
1.4): s nekone¢nem nelze provadét bézné algebrické upravy tak, jak jsme zvykli u
konec¢nych souctu.

Ulohy k zamy$leni
1. Rozpoznani rady: Pozorné si prohlédnéte priklady 2, 3 a 4. Zkuste pro kazdy z nich

urcit, jaky je kvocient g prislusné geometrické rady.

2. Rady ve vaSem svété (Tvoriva tloha): Vymyslete redlnou situaci z oblasti vaseho
zdjmu (muze to byt jiny studijni obor, sport, konicek nebo specificky pedagogicky
problém), kterd se d4 modelovat pomoci matematické rady.
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o Popiste situaci: Co presné predstavuji jednotlivé s¢itance ay?
e Davé ve vasem modelu smysl uvazovat o fadé konec¢né, nebo nekonecné?

o Zkuste odhadnout (intuitivné nebo matematicky), zda vase fada konverguje (blizi
se k limitni hodnoté), diverguje (roste do nekonec¢na), nebo osciluje. Dava tento
matematicky vysledek smysl i v kontextu vasi redlné situace?
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