Riemannuv integral

e Pro funkci definovanou a kladnou na intervalu I = [a, b] odhadujeme obsah obrazce pod grafem

funkee.
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e Zjemnovanim délen{ intervalu [a, b] dostaneme pfesnéjsi dolni a horni odhady.

e Funkci nazveme Riemannovsky integrovatelnou na intervalu [a,b], pokud ndm ,v limité*

daji dolni a horni odhady jednu hodnotu.

Tuto hodnotu nazveme Riemannovym integrdalem funkce f na intervalu [a,b]. Znaéime
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Ukédzeme, ze funkce spojitd na uzavieném intervalu I = [a, b] je Riemannovsky integrovatelnd na
I. K dukazu budeme potiebovat stejnomérnou spojitost.
Ukézeme, ze Dirichletova funkce neni (na zadném) intervalu Riemannovsky integrovatelnd.
Zformulujeme (a nékteré dokdzeme) vlastnosti Riemannova integralu

— Aditivita vzhledem k intervalu

Linearita (vzhledem k funkeci)
— Riemannuv integral konstantni funkce
— Nezdpornost (tj. nezdpornost hodnoty integralu z nezdporné funkce)
— Monotonie (tj. z f > g na intervalu I plyne stejnd relace pro jejich integraly)
— Riemannuv integrél s proménnou horni mezi (definice nize) je spojitou funkei.
K dukazu integrovatelnosti spojité funkce: (pfipomenime, Ze funkce je na otevieném inter-
valu integrovatelnd, pokud mé na tomto intervalu primitivn{ funkci)
Budeme definovat Riemannuv integral i pro meze a > b.

Pro funkci spojitou na I = (a,b) zvolime ¢ € I a budeme definovat Riemannuv integral
s proménnou horni mezi
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a ukazeme, ze funkce F' je primitivni funkei f na } .

Hlavn{ myslenka dikazu je stejnd jako ivahy, které vedly ke vztahu V'(h) = S(h) pii zkouméni

rotacné symetrické nadoby.

Odtud uz je jednoduché cesta k dukazu Newton-Leibnizovy véty, ktera tvrdi:

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu I = [a, b], pak je na I Newtonovsky i Riemannovsky
integrovatelna a oba integraly maji stejnou hodnotu.

e Vztah Newtonova a Riemannova integralu.

— Ne neomezeném intervalu neni zadna funkce Riemannovsky integrovatelnd, protoze
pro tento interval nedavaji dobry smysl jiz prvni kroky definice Riemannova integrélu.
Na cviceni a ve zkouskové pisemce najdete piiklady funkci, které jsou na neomezeném
intervalu Newtonovsky integrovatelné.

— Podobné to je na omezeném intervalu s neomezenou funkci.

— Riemannova funkce (je podobnd Dirichletové ufnkci) je Riemannovsky integrovatelnd,
ale neni Newtonovsky integrovatelna.



