
Riemann̊uv integrál

• Pro funkci definovanou a kladnou na intervalu I = [a, b] odhadujeme obsah obrazce pod grafem
funkce.

Dolńı odhad pomoćı obdélńık̊u

a = x0 x1 x2 x3 x4 b = x5
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f(x)

Horńı odhad pomoćı obdélńık̊u

a = x0 x1 x2 x3 x4 b = x5

x

f(x)

• Zjemňováńım děleńı intervalu [a, b] dostaneme přesněǰśı dolńı a horńı odhady.

• Funkci nazveme Riemannovsky integrovatelnou na intervalu [a, b], pokud nám
”
v limitě“

daj́ı dolńı a horńı odhady jednu hodnotu.

Tuto hodnotu nazveme Riemannovým integrálem funkce f na intervalu [a, b]. Znač́ıme

(R)

∫ b

a

f(x) dx

• Ukážeme, že funkce spojitá na uzavřeném intervalu I = [a, b] je Riemannovsky integrovatelná na
I. K d̊ukazu budeme potřebovat stejnoměrnou spojitost.

• Ukážeme, že Dirichletova funkce neńı (na žádném) intervalu Riemannovsky integrovatelná.

• Zformulujeme (a některé dokážeme) vlastnosti Riemannova integrálu

– Aditivita vzhledem k intervalu

– Linearita (vzhledem k funkci)

– Riemann̊uv integrál konstantńı funkce

– Nezápornost (tj. nezápornost hodnoty integrálu z nezáporné funkce)

– Monotonie (tj. z f ≥ g na intervalu I plyne stejná relace pro jejich integrály)

– Riemann̊uv integrál s proměnnou horńı meźı (definice ńıže) je spojitou funkćı.

• K d̊ukazu integrovatelnosti spojité funkce: (připomeňme, že funkce je na otevřeném inter-
valu integrovatelná, pokud má na tomto intervalu primitivńı funkci)

Budeme definovat Riemann̊uv integrál i pro meze a ≥ b.

Pro funkci spojitou na I = (a, b) zvoĺıme c ∈ I a budeme definovat Riemann̊uv integrál
s proměnnou horńı meźı

F (x) = (R)

∫ x

c

f(t) dt

a ukážeme, že funkce F je primitivńı funkćı f na I.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu je stejná jako úvahy, které vedly ke vztahu V ′(h) = S(h) při zkoumáńı
rotačně symetrické nádoby.

• Odtud už je jednoduchá cesta k d̊ukazu Newton-Leibnizovy věty, která tvrd́ı:

Je-li funkce f spojitá na uzavřeném intervalu I = [a, b], pak je na I Newtonovsky i Riemannovsky
integrovatelná a oba integrály maj́ı stejnou hodnotu.

• Vztah Newtonova a Riemannova integrálu.

– Ne neomezeném intervalu neńı žádná funkce Riemannovsky integrovatelná, protože
pro tento interval nedávaj́ı dobrý smysl již prvńı kroky definice Riemannova integrálu.

Na cvičeńı a ve zkouškové ṕısemce najdete př́ıklady funkćı, které jsou na neomezeném
intervalu Newtonovsky integrovatelné.

– Podobné to je na omezeném intervalu s neomezenou funkćı.

– Riemannova funkce (je podobná Dirichletově ufnkci) je Riemannovsky integrovatelná,
ale neńı Newtonovsky integrovatelná.


