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1 Trigonometricka definice goniometrickych funkci

1.1 Definice na trojihelniku s jednotkovou pireponou

Zakladni geometrickd definice funkei sinus a kosinus vychazi z pravoihlého
trojihelniku, jehoz pfepona ma délku rovnou jedné (c = 1).
V takovém trojuhelniku s ostrym thlem a:

e Kosinus uhlu « je délka odvésny prilehlé k thlu a.

e Sinus thlu « je délka odvésny protilehlé k thlu a.

Sin o

COS &

1.2 Zobecnéni pro libovolny pravotihly trojtuhelnik

V praxi se malokdy setkavame s trojihelniky, které maji preponu délky 1.
Pro zavedeni definice na obecném pravoihlém trojihelniku vyuzivame po-
dobnost trojahelniki.

Méjme dva pravouihlé trojihelniky se spole¢nym ostrym thlem «: Maly
(jednotkovy) s preponou 1. Velky (obecny) s pfeponou c.

Protoze se trojihelniky shoduji ve dvou uhlech (pravy tuhel a thel «),
jsou podle véty uu podobné. Pomér odpovidajicich stran je tedy konstantni
a roven koeficientu podobnosti k = c.
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Z podobnosti plyne:

a sina ) protilehla
- = — sina = ———
c 1 pfepona
b cosa prilehla
-= — cosqy = ———
c 1 prepona

Vyjadieni délek odvésen

7, predchozich tvah plynou klicové vztahy pro vypocet délek odvésen,
zname-li pfeponu c a tthel a. K témto vzorciim muzeme dospét dvéma cestami:

1. Algebraicka tprava definice: Vyjdeme z definice funkei jako pomeéru
stran a rovnice vynasobime délkou piepony c:

/-c — a=c-sln«a
/-c — b=c-cosa

. PFima avaha o podobnosti (Skalovani): Predstavme si ,zvétSovani*
jednotkového trojuhelniku na nés obecny trojihelnik.

sino =

ol

Ccosa =

QS

e Jednotkovy trojuhelnik (pfepona 1) mé odvésny o délkach sin a a
Ccos .

e Obecny trojihelnik méa preponu délky c.

Koeficient podobnosti je tedy roven ¢ (pfepona je c-krat vétsi). Proto

i obé odvésny musi byt pravé c-krat vétsi nez v jednotkovém trojihel-
niku:

protilehla a = ¢ - (pavodni protilehld) = ¢ - sin «

prilehla b = ¢ - (pavodni prilehld) = ¢ - cos «
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Tyto vztahy si rameckem zvyraznéte, jsou kli¢ové pro fyzikalni aplikace (roz-
klady sil) i geometrické vypocty:

la=c-sina] a |b=c-cosal

1.3 Vyhody a nevyhody trigonometrické definice

Vyhoda: Geometrickd nazornost

Tato definice je pro zaky nejprirozenéjsi, protoze vychéazi z realnych objektt
(trojuhelnikt) a stavi na jiz znamych poznatcich (podobnost). Je pfimo apli-
kovatelna v planimetrii a fyzice.

Nevyhoda: Omezeny defini¢ni obor

Zasadnim limitem je, ze thel v pravouhlém trojuhelniku musi byt ostry.
Funkce jsou tak definovany pouze pro:

a € (0°,90°)

Pro nulovy, pravy, tupy nebo zaporny thel tato definice selhdva a je nutné
prejit k definici na jednotkové kruznici.

1.4 TUloha: uréeni specialnich hodnot goniometrickych
funkci

V této casti odvodime presné hodnoty funkci sinus a kosinus pro thly 30°, 45°
a 60°. Tyto hodnoty patii k zakladnim znalostem (tzv. tabulkové hodnoty).
K jejich odvozeni vyuzijeme vlastnosti zakladnich geometrickych utvaru a
Pytagorovu vétu.

A) Uhel 45°

Zadani: Uvazujte rovnoramenny pravouhly trojihelnik, jehoz odvésny maji
délku 1.

1. Vypocitejte délku prepony.

2. Urcete hodnoty sin 45° a cos 45°.




Navod k reSeni:
1. Vypocet prepony: Podle Pytagorovy véty plati pro pfeponu c:

A=12112=2 — c=+2

2. Urceni funkci: Podle definice (protilehla/pfepona, ptilehla/prepona):
1

1
sin45° = —, cos4h® = —
V2 V2
Zlomky usmérnime (rozsifime \/5)
2 2
sin45° = g, cos45° = g

B) Uhly 30° a 60°

Zadani: Uvazujte rovnostranny trojuhelnik o strané délky 2. Vyska na stranu
rozdéli tento trojihelnik na dva shodné pravoihlé trojihelniky.

1. Urcete velikosti vnitinich thla vzniklého pravouhlého trojihelniku.

2. Vypocitejte délku vysky (kterd je odvésnou v pravotuhlém trojuhel-
niku).

3. Odvodte hodnoty sin a cos pro 30° a 60°.

/ 60

Navod k reSeni:



1. Geometricky rozbor: Rovnostranny trojuhelnik ma vSechny uhly
60°. Vyska puli zakladnu (proto mé odvésna délku 1) a pili vrcholovy
tithel (proto 30°). Pfepona méa délku 2.

2. Vypoéet vysky: Z Pytagorovy véty pro vybarveny trojuhelnik (1% +
v? = 2%):
V=4-1=3 = v=1V3

3. Urceni funkci pro 60°:

. . protilehla /3
sin60° = —— = —
pfepona 2

o prilehlda 1
cos60° = —— = —
pfepona 2

4. Urceni funkci pro 30°:

1 30° protilehla (naproti 30°) 1
sin 30° = = -
pfepona 2

08 30° — prllelila (u 30°) _ V3
prepona 2

2 Souctové a rozdilové vzorce

2.1 Uloha: Odvozeni sou¢tovych vzorcii

Obréazek znazoriuje obdélnik, ktery je rozdélen na ¢tyti pravothlé trojihel-
niky (A, B,C, D). Déleni vychézi z levého dolniho rohu, kde jsou uhly « a 3
umistény vedle sebe.

Popis konstrukce:

e Trojthelnik A (dole): Jeho odvésny lezi na stranach obdélniku. Uhel
u levého dolniho vrcholu je a.

e Trojuhelnik B (stifedni): Jeho piilehla odvésna je totozna s prepo-
nou trojihelniku A. Uhel u levého dolniho vrcholu je 8. Jeho pFepona
ma délku 1.

e Trojahelnik C (vpravo nahote): Jeho pfepona je totozna s proti-
lehlou odvésnou trojuhelniku B. Jeho vrchol s pravym thlem je v rohu
obdélniku.



e Trojuhelnik D (vlevo nahoie): Vypliuje zbyvajici ¢ast obdélniku.
Jeho prepona je totozné s preponou trojihelniku B (mé délku 1). Jeho
vrchol s pravym thlem je v rohu obdélniku.

[ ] D 5 L]
C
4
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Zadani uloh:

1. Urcete velikosti ostrych thla v trojihelnicich C a D.

2. Dopocitejte délky vSech stran vSech ¢tyf trojuhelniki (vyjadiete je po-
moci goniometrickych funkei ahla a a ().

3. Z rovnosti délek protilehlych stran obdélniku (Sitka a vyska) odvodte
souctové vzorce pro cos(a + ) a sin(a + 3).

Navod reseni
1. Uhly:

e Trojtahelnik C: Uhel na pravé strané obdélniku je pifmy (180°). Sklada
se z thlu v AA (90° — ), pravého ahlu v AB (90°) a hledaného thlu

7.
(90° — ) +90° + v =180° = v =«

e Trojtahelnik D: Uhel na horni strané obdélniku je piimy. Sklada se
z uhlu v AC (90° — v = 90° — «), tthlu v AB (90° — /) a hledaného
uhlu 0. Alternativni zpisob pro D: V. AD zname thel u levého dolniho
rohu. Cely roh obdélniku ma 90°, je rozdélen na «, 3 a thel v AD.
Uhel v AD u BL je tedy 90° — (o + 3). Hledany thel 6 je jeho doplnék
do 90°:

§=90°—(90° — (a+pB) =a+4

2. Strany (postupujeme od trojuhelniku se znamou stranou):



Trojuhelnik B (pfepona = 1, tihel f3):
prilehla (spolecna s A) =1 - cosf3

protilehla (spoletna s C) =1 -sin 3

Trojuhelnik A (pfepona = cos 3, thel a):
vodorovna odvésna = prepona - cos & = cos [3 Cos «

svisla odvésna = prepona - sin & = cos [ sin «

Trojuhelnik C (pfepona = sin g, thel u @ je «):
svisla odvésna = prepona - cos a = sin (3 cos «

vodorovna odvésna = prepona - sin a = sin [ sin «

Trojuhelnik D (pfepona = 1, thel u BL je 90° — (a + f)):
svisla odvésna (vyska) = 1-cos(90° — (o + 3)) = sin(a + 3)
vodorovna odvésna = 1 -sin(90° — (a + 3)) = cos(a + f3)

3. Odvozeni vzorctu z rovnosti stran obdélniku:

Siika obdélniku: Dolni strana (z AA) = cos 3 cos o, horni strana (sou-
tet AD a AC) = cos(a+ ) + sin sin @ Porovnanim ziskame: cos (5 cos v =
cos(a + () + sin B sin «

cos(a+ ) = cosavcos f — sinasin (1)

Vyska obdélniku: Leva strana (z AD) = sin(a+f3), prava strana (soucet
AA a AC) = cos fsina + sin 5 cos @ Porovnanim ziskame:

sin(a + ) = sinacos f + cos asin 3 (2)

2.2 QOdvozeni rozdilovych vzorci

Zatimco souctové vzorce lze hezky odvodit geometricky, geometrické odvozeni
rozdilovych vzorcu byva pro zéky vizualné neprehledné. Algebraické vyuziti
soustavy rovnic je proto didakticky vhodnéjsi cestou.

Nejprve si ale musime pripomenout klicovou identitu, ktera plati v kazdém
pravouhlém trojihelniku — tzv. goniometrickou jednicku.



Goniometricka jednicka

V libovolném pravouhlém trojuhelniku s odvésnami a,b a preponou ¢ plati
Pytagorova véta:
a’ + b =

Pokud obé strany rovnice vydélime ¢?, dostaneme:

(2 (8 -

Protoze sina = ¢ a cosa = g, plati pro libovolny ostry thel a:

sina + cos’a =1 (3)

Vzorce pro rozdil ahla

Meéjme thel v, ktery vznikl souc¢tem dvou ostrych thli a a 8, tedy v = a+f.
Odtud muzeme vyjadrit thel «a jako rozdil: « = v — 3. Nasim cilem je najit
vzorce pro sina a cos« (tedy pro sin(y — ) a cos(y — f3)).
Pouzijeme jiz znamé souctové vzorce pro thel ~:
siny = sin(a + ) = sinacos 5 + cos asin (4)
cosy = cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 5 (5)
Na tyto rovnice se divime jako na soustavu dvou linearnich rovnic,
kde neznamé jsou sin « a cos «.
1. Vypocet sin(y—f): Abychom osamostatnili sin v, musime ze soustavy
vylouéit cos a. Rovnici (4) vynasobime cos /5 a rovnici (5) vynasobime — sin f3:
sin~y cos f = sin a cos® B + cos asin 3 cos 8

— cosysin f = — cos a cos Bsin B + sin asin® 3
Nyni obé rovnice secteme. éleny obsahujici cos a se odec¢tou:
siny cos 3 — cosysin 8 = sin a(cos? 3 + sin? 3)
1
S vyuzitim goniometrické jednicky ziskavame vysledny vzorec:
sin(y — ) = sin~y cos 8 — cosysin 3 (6)

2. Vypocet cos(y — 3): Pro osamostatnéni cos o vynésobime rovnici (4)
vyrazem sin [ a rovnici (5) vyrazem cos [3:

sin~y sin 8 = sin a cos Bsin B 4 cos asin® 3

cosy cos f = cos acos® B — sin asin 5 cos
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Sectenim rovnic se odec¢tou ¢leny se sin o

sinysin 3 4 cosy cos B = cos a(sin? B + cos® 3)
————

1

Vysledny vzorec pro kosinus rozdilu je:

cos(y — f3) = cos~ycos 5 + sinysin (7)

3 Obloukova mira a limity

Zatimco v geometrii trojihelnika je prirozené pocitat ve stupnich, v ma-
tematické analyze (pii zkouméani limit a derivaci) narézi stupfiovd mira na
problémy. Ukézeme si, Ze zavedeni obloukové miry (radianii) vede k elegant-
néjsim vysledkiim, zejména u limity podilu sinu a argumentu. Z této limity
pak plynou vzorce pro derivace, které jsou v obloukové mife jednodussi nez
ve stupnich.

3.1 Obsah kruhové vysece

Velikost thlu v radidnech je definovana jako pomér délky oblouku kruznice
k jejimu poloméru. Plny tuhel (360°) odpovida délce celé kruznice 27r, tedy
v radidnech mé velikost 27.

Pro obsah kruhové vysece S o poloméru r a thlu ¢ plati pfiméa tméra:

Obsah vysece ku obsahu celého kruhu je roven poméru tihlu vysece k plnému
uhlu.




3.2 Geometricky odhad podilu MT‘P

Uvazujme jednotkovou kruznici (r = 1) a ostry thel . Sestrojime tii utvary
sefazené podle inkluze (viz obrazek):

1. Vepsany pravouhly trojahelnik (modry): Jeho piepona je polo-
mérem vysece. Vrcholy jsou pocatek, bod na kruznici a jeho kolmy
prumét na osu x.

2. Kruhova vysec¢ (8eda): Ohranic¢ena dvéma poloméry a obloukem.

3. Opsany pravouhly trojahelnik (Cerveny): Jeho odvésna je polo-
mérem vyseCe. Vrcholy jsou pocatek, prusec¢ik poloméru s kruznici a
bod na tecné.

tan ¢

cos

Ze ziejmé inkluze utvart (vepsany C vyse¢ C opsany) plynou nerovnosti
pro jejich obsahy:
Svepsany < Svjlseé < Sopsany

Dosadime vzorce pro obsahy (pro r = 1):

4 Svepsany - % . Zékladna . VYéka = % cos - sin ©

¢ S =11 = Lo
® Sopsany = 3 - zékladna - vyska = § - 1 - tanp = }5n¢
Ziskdme nerovnost:
L. 1 Ising
R A P

Nyni celou nerovnost upravime, abychom osamostatnili vyraz 5”17"9. Pro-

toze @ je ostry thel, sin ¢ > 0, a miZeme nerovnost vydélit vyrazem %sin ©:

1
sing  cosy

cos p <
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Nyni nerovnost prevratime (pii prevraceni kladnych hodnot se obraci
znaky nerovnosti):

1 sin
L Sme

COs ¢ ©
Ptepiseme do standardniho tvaru (od mensiho k vétsimu):

> Cos ¢

i 1
sing _
© COS ¢

cos p <

¥ v bodé& nula

Tato nerovnost nam umoziuje urcit limitu funkce

lim S22 9)
p—0t @

Pouzijeme k tomu Vétu o limité seviené funkce. Pred tim ale potiebujeme
znat limity vyrazi na levé a pravé strané nerovnosti (8). Odvodime je v né-
sledujici kapitole a poté se vratime k odvozeni limity (9).

3.3 Limity sinu a kosinu v nule zprava
Dokazeme, 7e pro ¢ — 07 plati:
sing =0 a cosp—1

K dtkazu vyuzijeme geometricky néhled na jednotkové kruznici. Oblouk
kruznice doplnime o jeho tétivu. Tato tétiva je preponou pravoihlého troju-
helniku, jehoz odvésny maji délky sin ¢ (svisld) a 1 — cos ¢ (vodorovna).

. \
sing | \\ ¥

M v
1 —cosp

Z geometrie trojuhelnika vime, Ze délka odvésny je vzdy mensi nez délka
prepony (tétivy). Zaroven nejkratsi spojnici dvou bodu je tsecka, proto je
délka tétivy mensi nez délka oblouku ¢. Pro ¢ € (0,7/2) tedy plati nerov-
nosti:

0 < sinp < délka tétivy < ¢
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0 <1—cosp < délka tétivy < ¢

Aplikace Véty o sevirené funkci: Nyni vyuzijeme Vétu o limité seviené
funkce®.

e Pro sinus: Funkce sin ¢ je seviena mezi konstantni funkei 0 a funkci
g(p) = p. Limity téchto ,svirajicich“ funkei jsou stejné
lim 0=0 a lim =0
p—0t p—0t
a proto musi platit i
lim singp =0 10
Jimsin o (10)
e Pro kosinus: Funkce 1 — cos ¢ je rovnéz seviena mezi 0 a . Proto je
lim, 0+ (1 — cos ) = 0. Odtud s pouzitim véty o aritmetice limit a po
tpravé plyne
lim cosp =1 (11)

p—0t

3.4 Zakladni limita pro sinus

Vratme se k odvozeni hodnoty limity (9). Pro limitu na levé strané nerovnosti
(8) plati

lim cosp =1= lim
p—0+ ©—0t COS ¢
Prvni rovnost plyne z (11), druha pak z véty o aritmetice limit.
Protoze se limity rovnaji, plyne z véty o seviené funkci jedna ze zaklad-
nich limit pro goniometrické funkce

lim 227 — 1 (12)

=0t @

Drilezité upozornéni: Tato rovnost plati pouze pro thel v radianech!
Prave tato ,krasna“ vlastnost (Ze limita je rovna 1) je hlavnim davodem, pro¢
se v matematice a fyzice pouziva obloukovi mira prednostné pred stupni. Pri
derivovani funkei sinus a kosinus nadm diky tomu nevyskakuji ve vysledcich
zadné nepfijemné konstanty.

Uloha k zamysleni: Jakou hodnotu by méla tato limita, kdybychom thel
v dosazovali ve stupnich? Spoctéte limitu limg. . sin(2%)

IO
Navod:

!Neforméalné se tato véta nazyva ,o policajtech® nebo ,0 dvou straznicich’.

12



Pieved'te argument sinu na radiany: £ = z° - & rad.
180

Vyuzijte substituci r = z° - {55

e Pokud z° — 0, pakiz — 0.

. .
e Vyraz sin(z?) upravte na tvar konstanta - ==

Limita se pak rovna konstanta - 1.

Vysledek: Limita ve stupnich je rovna g5 (pfiblizné 0,017). Prdve tato
konstanta by ndm ,prekadZela” ve vzorcich pro derivace, kdybychom nepresli

na radidny.

4 Spojitost goniometrickych funkci

Spojitost funkei je klicova vlastnost pro matematickou analyzu. Dokazeme,
ze funkce sinus a kosinus jsou spojité na na intervalu (0,7 /2), protoZe jsme
omezeni trigonometrickou definici.

Po rozsiteni definice na mnozinu reélnych ¢isel (bud pomoci jednotkové
kruznice nebo axiomatickou definici) jsou obé funkce spojité na celé realné
ose.

4.1 Spojitost v obecném bodé o

Checeme dokézat, ze funkce sinus je spojita v libovolném bodé a € (0,7/2).
Funkce je spojita, pokud se jeji limita zprava i limita zleva rovnaji funkéni
hodnoté:

lim sinx =sina A lim sinxz = sin«
z—at o~

Pro vypocet limit zavedeme substituci, kde ¢ predstavuje maly kladny
piirtstek (o — 07).

a) Limita zprava (z — a): Misto z piSeme a+¢p, kde ¢ > 0. Pouzijeme
souctovy vzorec:

lim sinz = lim sin(a + ¢) = lim (sin a cos ¢ + cos asin @)
z—at p—0t p—0t

Nyni pouzijeme vétu o aritmetice limit

=sina - lim cosy 4 cosa - lim singp
p—0t p—0t

a difve dokdzané limity v nule zprava (10), (11)

=sina-1+4+cosa-0=sino

13



b) Limita zleva (z — a~): Misto z piseme a — ¢, kde ¢ > 0. PouZzijeme
rozdilovy vzorec:

lim sinz = lim sin(a — ¢) = lim (sin a cos ¢ — cos a:sin )
T—a p—0t p—0t

Opét pouzijeme vétu o aritmetice limit a dosadime limity pro ¢ — 0*:
=sina-1—cosa-0=sna

Zavér pro sinus: Protoze se limita zleva rovna limité zprava a obé jsou
rovny funkéni hodnoté sin «, je funkce sinus spojita v bodé a.. Protoze a bylo
libovolné, je spojita na (0,7/2).

Navod pro kosinus: Postupujte analogicky. Pro limitu zprava vyuzijte
sou¢tovy vzorec pro cos(a+¢), pro limitu zleva rozdilovy vzorec pro cos(a —
©). V obou pfipadech dospé&jete k vysledku cos a.

4.2 Poznamky ke spojitosti

1. Spojitost funkci tangens a kotangens

V predchozi ¢asti jsme dokazali spojitost funkei sinus a kosinus (pri-
méarné jsme vychézeli z geometrie ostrych uhli, ale tento vysledek je
mozné zobecnit). Spojitost funkci tangens a kotangens plyne piimo
z Véty o spojitosti a aritmetickijch operact.

Tato véta tika, ze podil dvou spojitych funkci f(x) a g(x) je spojita
funkce ve vSech bodech, kde g(z) # 0.

sinx

e Funkce tanx =
COos T
pro x # 5 + k.

je spojita vsude tam, kde je cosx # 0, tedy

cos T
sinx

e Funkce cotz = je spojita vsude tam, kde je sinz # 0, tedy

pro x # k.

2. Spojitost pri pouziti stupnové miry

Goniometrické funkce jsou ¢asto zadavany ve stupnich (napf. sin 30°).
[ v tomto pripadé se jedna o spojité funkce. Matematicky lze tento fakt
zduvodnit pomoci Véty o spojitosti sloZené funkce.

Uvazujme funkci F(z) = sin(z°), kde x je hodnota ve stupnich. Tuto
funkei miizeme chapat jako slozenou funkei F'(x) = (fog)(x) = f(g(x)),
kde:

14



e Vnitini funkce g(x): Predstavuje prevod ze stupnu na radiany.
Jedna se o pfimou dmeéru:

T

g(x):l"ﬁ

Toto je linearni funkce, a jak vime, linearni funkce je spojita v kaz-
dém bodé x € R.

e Vnéjsi funkce f(y): Predstavuje funkeci sinus aplikovanou na
hodnotu v radianech:

f(y) =siny

O této funkci jsme dokézali, Ze je spojita v kazdém bodé y €
(0,7/2) a vime, Ze je spojita pro y € R.

Aplikace véty o slozené funkci: Véta tika: Je-li vnitrnd funkce g
spojitd v bod€ xo a vnéjsi funkce f spojitd v bodé yo = g(xo), pak je
sloZend funkce f o g spojitd v bodé xg.

Jelikoz vnitini funkce (pfevod) je spojitd pro libovolné zy a vnéjsi
funkce (sinus) je spojita pro libovolny obraz tohoto bodu, je i funkce
sin(x°) spojita pro v8echna redlna ¢isla. Analogicky to plati pro kosinus
a s prislusnymi omezenimi defini¢niho oboru i pro tangens a kotangens.

5 Odvozeni vzorct pro derivace

V této kapitole odvodime vzorce pro derivace goniometrickych funkei. Bu-
deme vychézet z limity lim,_,o+ Si% = 1, kterou jsme dokazali v pfedchozi
casti.

Dilezité upozornéni: Veskeré nasledujici odvozeni a vzorce plati pouze
pro thly v obloukové mife (radianech). Pokud bychom pocitali ve stup-
nich, limita podilu sinu a argumentu by nebyla 1, ale konstanta g5, kterd by
se nasledné objevovala ve vSsech vysledcich derivaci.

5.1 Pomocna limita pro kosinus

Jesté nez prikroc¢ime k derivovani, odvodime si jednu uzitecnou limitu, kterou
budeme ve vypoctech potiebovat:

, 1—cosh
im ———
h—0+ h
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1+4cosh
1+cosh

Vyraz 1 — cos h upravime rozsitenim zlomkem
metrické jednicky (sin? h = 1 — cos? h):
l1+cosh 1—cos’h  sin’h
l1+cosh 14cosh 1+4cosh

Nyni dosadime tento vyraz do ptivodni limity a zlomek vhodné rozdélime
na soucin dvou zlomku, abychom mohli vyuzit vétu o aritmetice limit:

sin? h . .
. . sin h sin h
lim A+t — Jim ( )

a pouzitim gonio-

1 —cosh=(1—cosh) -

h—0t+ h h—0+ ho1 +cosh
. sinh . sin h
= lim - lim ———
h—0t h _ h—0t 1+ cos hJ
1 %:o
=1-0=0

Pfi vypoctu druhé limity jsme vyuzili diive odvozené limity (10), (11).
Plati tedy:

. 1—cosh
im ———— =
h—0+ h

(13)

5.2 Derivace funkce sinus

Odvodime vzorec pro derivaci funkce sinus na intervalu (0,7/2). Vyuzijeme
drive dokazané limity (12) a (13). Vzhledem k tomu, Ze tyto pomocné limity
jsou jednostranné, budeme zkoumat limitu podilu pfiristka zvlast zprava a
zleva. Vyuzijeme faktu, Ze derivace existuje, pokud se obé jednostranné limity
rovnaji.

Limita zprava (pfFirtstek i > 0)

, . sin(z+ h) —sinz

fi(a) = lim
h—0+t h

Pouzijeme souctovy vzorec sin(x + h) = sinz cosh + cosxsin h a upravime

Citatele

. sinzcosh+coszsinh —sinx . sinz(cosh — 1) + coszsinh
lim = lim
h—07+ h h—0t h
V dalsi upravé pouzijeme vétu o aritmetice limit
_ . —(1 —cosh) . sinh
=sinx - lim ———= 4+ cosx - lim
h—0t+ h h—0t h

a dosadime dfive spoc¢itané hodnoty

=sinz - (—0) +cosz-1=cosx
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Limita zleva (prirtstek —h, kde h > 0)

sin(x — h) —sinz

f(z) = lim

h—0t —h

Pouzijeme rozdilovy vzorec sin(xz — h) = sin x cos h — cos z sin h a analogické

upravy jako v pripadé limity zprava:

I sinx cosh — coszsinh — sinz y sinx(cosh — 1) — cosxsinh
im = lim
h—0+ —h h—0+ —h
, . —(1 —cosh) . —sinh
=ginz- lim ——~ 4+ cosz - lim
hos0+ —h h—0+ —h
. . 1—cosh . sinh
=sinx- lim —— 4+ cosx - lim
h—0+ h h—0t h

=sinz-0+cosx-1

= COS T

Protoze se derivace zprava i zleva rovnaji, je funkce diferencovatelna a

plati:

(sinz) = cosx

5.3 Derivace funkce kosinus

Analogickym postupem (s vyuzitim sou¢tového vzorce pro kosinus: cos(z +
h) = cosx cosh — sinzsinh) a stejné pomocné limity bychom dospéli k vy-
sledku pro funkci kosinus. VSimnéte si zmény znaménka, ktera je dusledkem

minusu v sou¢tovém vzorci pro kosinus:

(cosx) = —sinx

5.4 Derivace funkce tangens a kotangens

Funkce tangens je definovana jako podil sinu a kosinu. Pro jeji derivaci tedy

vyuzijeme pravidlo pro derivovani podilu:
(u)’ u'v —uv’
v 02

Pro f(r) = tanx = S22;

coszx’

(sinz) cosx —sinz(cosz)  cosz-cosx —sinz - (—sinx)

tanx) = =
( ) cos? x cos?
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V citateli ziskdime goniometrickou jednicku (cos? x + sin?z = 1). Odtud do-
stavame prvni tvar vzorce:

1

cos? x

(tanz)" =

Pokud zlomek rozdélime na dva ¢leny, ziskdme druhy uziteény tvar:

cos?zr sin’zx

tanz) = =1+tan’z
( ) cos?x  cos’x
Plati tedy:
tanz) = =1+ tan’x
( ) cos?
Pro funkci kotangens (cot x = £=7) dostaneme obdobnym postupem:
! 1 _ 1 2
(cotz) = ———— = —1—cot™x
sin”

5.5 Souvislost derivace s monotonii (Pomiicka)

Pro zapamatovani znamének derivaci (kde je minus a kde ne) nam skvéle po-
slouzi souvislost derivace s ristem a klesanim funkce. Uvazujme nés interval

(0,7/2):

e Sinus je rostouci funkce. Derivace rostouci funkce musi byt neza-
porna. A skutecné: (sinz)’ = cosz, coz je v prvnim kvadrantu kladna
hodnota.

e Kosinus je klesajici funkce. Derivace klesajici funkce musi byt ne-
kladna. Derivaci je — sin z. Protoze sinus je v prvnim kvadrantu kladny,
je —sinz zaporny. To odpovida klesajicimu charakteru funkce kosi-
nus.
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