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Poznámka: Pokud neńı uvedeno jinak, tak se následuj́ıćı nástroje týkaj́ı vlastńıch i ne-
vlastńıch limit, tj. L ∈ R i L ∈ {∞,−∞}. Týkaj́ı se limit ve vlastńıch i nevlastńıch bodech,
tj. a ∈ R i a ∈ {∞,−∞}. A pro a ∈ R se týkaj́ı oboustranných i jednostranných limit, tj.
x → a, x → a+ i x → a−.

Formálně jsou tvrzeńı zformulovaná pro oboustranné limity a pro a ∈ R plat́ı i pro
jednostranné limity.

Množinu R∗ := R ∪ {∞,−∞} nazýváme rozš́ı̌renou reálnou osou a prstencová okoĺı, se
kterými v textu pracujeme, jsou pro jej́ı jednotlivé body:

• pro x → ∞ je P (∞) = (b,∞)

• pro x → −∞ je P (−∞) = (−∞, b)

• pro a ∈ R, x → a je P (a) = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)

• pro a ∈ R, x → a+ je P (a) = (a, a+ δ)

• pro a ∈ R, x → a− je P (a) = (a− δ, a)

1 Limita a spojitost [S]

Je-li a ∈ R a funkce f je spojitá v bodě a, pak je limita rovna funkčńı hodnotě.

lim
x→a

f(x) = f(a)

Př́ıklad: limx→π cos(x)
S
= cos(π) = −1

2 Rovnost na prstencovém okoĺı [P]

Pokud se dvě funkce shoduj́ı ve všech bodech prstencového okoĺı P (a), maj́ı v tomto bodě
stejnou limitu. Formálně toto tvrzeńı zaṕı̌seme

∀x ∈ P (a) : f(x) = g(x) =⇒ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x)
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Přesněǰśı formulace je:
Necht’ a ∈ R∗ a necht’ existuje prstencové okoĺı P (a) bodu a takové1, že ∀x ∈ P (a) plat́ı
f(x) = g(x). Pak plat́ı limx→a f(x) = limx→a g(x), jakmile má jedna ze stran smysl.

Př́ıklad: limx→1
x2−1
x−1

= limx→1
(x−1)(x+1)

x−1

P
= limx→1(x+ 1)

S
= 2

3 Aritmetika vlastńıch limit [AL]

Necht’ a ∈ R∗, limx→a f(x) = A ∈ R a limx→a g(x) = B ∈ R. Pak plat́ı

lim
x→a

(f ± g) = A±B, lim
x→a

(f · g) = A ·B, a pro B ̸= 0 je lim
x→a

f

g
=

A

B

Př́ıklad: limx→∞(1 + 1
x
)
AL
= limx→∞ 1 + limx→∞

1
x
= 1 + 0 = 1

4 Operace v R∗

Abychom mohli formulovat větu o aritmetice limit i pro nevlastńı limity, potřebujeme na
rozš́ı̌rené reálné ose definovat operace. K nim přidáme i definici uspořádáńı na R∗ a výčet
tzv. neurčitých výraz̊u (nedefinovaných operaćı):

1V daľśım textu budeme pro stručnost vynechávat necht’ existuje prstencové okoĺı a použijeme výše uve-
denou stručněǰśı formulaci.
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Operace Definice v R∗ (pro L ∈ R)

Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı

L+∞ = ∞+ L = ∞
L+ (−∞) = −∞+ L = −∞

∞+∞ = ∞
−∞+ (−∞) = −∞
∞− (−∞) = ∞
−∞−∞ = −∞

Násobeńı

L · ∞ =

{
∞ L > 0

−∞ L < 0

L · (−∞) =

{
−∞ L > 0

∞ L < 0

∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) = ∞
∞ · (−∞) = −∞

Děleńı

L

∞
=

L

−∞
= 0

∞
L

= sgn(L) · ∞ (L ̸= 0)

−∞
L

= sgn(L) · (−∞) (L ̸= 0)

Neurčité výrazy ∞−∞, 0 · ∞, ∞
∞ , 0

0

Uspořádáńı −∞ < L < ∞

5 Aritmetika nevlastńıch limit [AL*]

Necht’ a,A,B ∈ R∗, limx→a f(x) = A a limx→a g(x) = B. Pak plat́ı následuj́ıćı rovnosti za
předpokladu, že je pravá strana rovnosti definovaná.

lim
x→a

(f ± g) = A±B, lim
x→a

(f · g) = A ·B, lim
x→a

f

g
=

A

B

Př́ıklad: limx→∞
1

x2+x

AL∗
= ∞

+
∞ = ∞

6 Typ L/0+ [L/0+]

Necht’ a ∈ R∗, limx→a f(x) = L ̸= 0 a limx→a g(x) = 0. Necht’ existuje prstencové okoĺı P (a)
bodu a takové, že ∀x ∈ P (a) : g(x) > 0. Pak

lim
x→a

f(x)

g(x)
= sgn(L) · ∞

Př́ıklad: limx→0
1
x2

L/0+

= ∞ (protože x2 > 0 na P (0)).
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Poznámka (Obecný typ L/0 a jednostranné limity): Neńı-li splněna podmı́nka, že
g(x) má na prstencovém okoĺı stálé znaménko (tj. g(x) měńı znaménko v bodě a), nelze o
oboustranné limitě rozhodnout př́ımo. V takovém př́ıpadě muśıme vyšetřit jednostranné
limity zvlášt’ (aplikujeme větu na pravém a levém okoĺı). Pokud vyjdou jednostranné limity
r̊uzné (typicky +∞ a −∞), pak oboustranná limita neexistuje.

Př́ıklad: Limita limx→0
1
x
neexistuje.

• Zprava (x > 0): limx→0+
1
x

L/0+

= ∞

• Zleva (x < 0): limx→0−
1
x
= −∞ (typ L/0−)

Protože ∞ ̸= −∞, oboustranná limita neexistuje.

7 Věta o sevřené funkci [VSF]

Necht’ a ∈ R∗, L ∈ R a necht’ na P (a) plat́ı g(x) ≤ f(x) ≤ h(x). Pak

lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L =⇒ lim
x→a

f(x)
SF
= L

Př́ıklad: Chceme spoč́ıtat limitu limx→∞
sinx
x
.

Vı́me, že pro x ∈ R plat́ı −1 ≤ sin(x) ≤ 1. Vynásobeńım nerovnost́ı výrazem x > 0 dosta-
neme − 1

x
≤ sinx

x
≤ 1

x
.

Odtud plyne limx→∞
sinx
x

SF
= 0,

8 Věta o sevřené funkci [SF*]

V př́ıpadě nevlastńıch limit stač́ı sevřeńı z jedné strany (na druhé straně je jedno z nekonečen
jako

”
okraj“ rozš́ı̌rené reálné osy).

Necht’ a ∈ R∗, L ∈ {∞,−∞} a necht’ pro x ∈ P (a):

• V př́ıpadě L = ∞ plat́ı g(x) ≤ f(x).

• V př́ıpadě L = −∞ plat́ı f(x) ≤ g(x).

Pak
lim
x→a

g(x) = L =⇒ lim
x→a

f(x) = L

Př́ıklad: limx→∞ x(2+sin x) = ∞, protože pro x ∈ R, x > 0 je x(2+sin x) ≥ x a limx→∞ x =
∞.

9 Součin omezené a nulové funkce [0 ·OM]

Tento nástroj umožňuje obej́ıt fakt, že jedna z funkćı v součinu limitu v̊ubec nemá, pokud je
tato funkce ohraničená.
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• Věta: Necht’ limx→a g(x) = 0 a necht’ funkce f je omezená na nějakém prstencovém
okoĺı P (a) (tj. existuje M > 0 takové, že |f(x)| ≤ M pro všechna x ∈ P (a)). Pak plat́ı:

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = 0

Př́ıklad: Výpočet limx→0 x · sin
(
1
x

)
.

• Funkce g(x) = x má limitu limx→0 x = 0.

• Funkce f(x) = sin
(
1
x

)
nemá v nule limitu, ale je na celém P (0) omezená, nebot’

| sin(α)| ≤ 1 pro libovolné α ∈ R.

• Tedy: limx→0 x · sin
(
1
x

) 0·OM
= 0.

10 L’Hospitalovo pravidlo [L’H]

Necht’ a ∈ R∗, existuje limita limx→a
f ′(x)
g′(x)

a plat́ı (i) nebo (ii)

(i) limx→a f = limx→a g = 0,

(ii) limx→a |g| = ∞.

Pak existuje i limita limx→a
f(x)
g(x)

a plat́ı

lim
x→a

f(x)

g(x)
L′H
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

Př́ıklad: limx→0
ex−1
sinx

L′H
= limx→0

ex

cosx

S
= 1

11 Limita složené funkce [LSF]

Necht’ plat́ı (i), (ii) a jedna z podmı́nek (iii), (iv)

(i) limx→a g(x) = b,

(ii) limy→b f(y) = L,

(iii) f je spojitá v bodě b,

(iv) g(x) ̸= b na nějakém prstencovém okoĺı P (a).

Pak plat́ı limx→a f(g(x)) = L
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12 Složená funkce se spojitou vněǰśı funkćı [SVF]

Ve větě o limitě složené funkce požadujeme platnost (iii) nebo (iv). Zaměřme se na př́ıpad
(iii). Větu lze přeformulovat:
Necht’ plat́ı (i), (iii)

(i) limx→a g(x) = b,

(iii) f je spojitá v bodě b,

Pak plat́ı limx→a f(g(x)) = f(b)

Př́ıklad: limx→0

√
3 + sin(x)

x

SFV
=

√
limx→0 3 +

sin(x)
x

AL
=

√
3 + limx→0

sin(x)
x

=
√
3 + 1 = 2

13 Substituce v limitě [Sub]

Větu o limitě složené funkce za předpokladu (iv) lze přeformulovat jako větu o substituci
v limitě.

Necht’ plat́ı

(i) limx→a g(x) = b,

(ii) limy→b f(y) = L,

(iv) g(x) ̸= b na nějakém prstencovém okoĺı P (a).

Pak plat́ı limx→a f(g(x)) = L

Př́ıklad: limx→2
sin(x−2)

x−2

y=x−2
= limy→0

sin y
y

= 1.

Použili jsme substituci y = x− 2. Pro x → 2 je y → 0 a podmı́nka (iv) x− 2 ̸= 0 je na P (2)
splněna.
Poznámka: Podmı́nka (iv) je splněna vždy, když je funkce g na pravém i levém okoĺı ryze
monotonńı, tedy bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı. Např́ıklad g(x) = x2 je na pravém okoĺı nuly
rostoućı a na levém okoĺı nuly klesaj́ıćı, proto je (iv) splněna a plat́ı

lim
x→0

sin(x2)

x2

y=x2

= lim
y→0

sin(y)

y

Vzhledem k tomu, že na prstencovém okoĺı bodu x = 0 je y = x2 > 0, můžeme oboustrannou
limitu převést na jednostrannou limitu

lim
x→0

sin(x2)

x2

y=x2

= lim
y→0+

sin(y)

y

To se hod́ı v př́ıkladě

lim
x→0

sgn(cos(x)− 1)
y=cos(x)−1

= lim
y→0−

sgn(y) = −1
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14 Limity monotonńıch funkćı [MON]

Je-li funkce f na prstencovém okoĺı bodu a monotonńı, jej́ı jednostranné limity v tomto bodě
vždy existuj́ı (vlastńı nebo nevlastńı) a jsou rovny supremu nebo infimu jej́ıch hodnot.

• Rostoućı na P−(a): limx→a− f(x) = sup{f(x) : x ∈ P−(a)}

• Klesaj́ıćı na P−(a): limx→a− f(x) = inf{f(x) : x ∈ P−(a)}

• Rostoućı na P+(a): limx→a+ f(x) = inf{f(x) : x ∈ P+(a)}

• Klesaj́ıćı na P+(a): limx→a+ f(x) = sup{f(x) : x ∈ P+(a)}

Poznámka: Limity v nevlastńıch bodech ±∞ lze v tomto kontextu chápat jako limity
jednostranné (zleva v +∞ a zprava v −∞).

Př́ıklad (Exponenciálńı funkce): Funkce f(x) = ex je rostoućı na celém R.

• limx→∞ ex
MON
= sup{ex : x ∈ R} = ∞

• limx→−∞ ex
MON
= inf{ex : x ∈ R} = 0

Př́ıklad (Tangens): Funkce f(x) = tg x je rostoućı na intervalu (−π/2, π/2).

• limx→π
2
− tg x

MON
= sup{tg x : x ∈ (−π/2, π/2)} = ∞

• limx→−π
2
+ tg x

MON
= inf{tg x : x ∈ (−π/2, π/2)} = −∞
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