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Poznamka: Pokud neni uvedeno jinak, tak se nasledujici nastroje tykaji vlastnich i ne-
vlastnich limit, tj. L € Ri L € {00, —oo}. Tykaji se limit ve vlastnich i nevlastnich bodech,
tj.a € Ria € {oo,—00}. A pro a € R se tykaji oboustrannych i jednostrannych limit, tj.
r—=a,r—atir—a .

Formalné jsou tvrzeni zformulovand pro oboustranné limity a pro a € R plati i pro
jednostranné limity.

Mnozinu R* := R U {00, —oo0} nazyvame rozsifenou realnou osou a prstencové okoli, se
kterymi v textu pracujeme, jsou pro jeji jednotlivé body:

e pro x — o0 je P(o0) = (b, 00)

e pro x — —o0 je P(—o0) = (—00,b)

proa € R, x = aje Pla) = (a—9d,a) U (a,a+9)

proa € R, x — a™ je P(a) = (a,a+9)

proa € R, x — a~ je P(a) = (a — 9, a)

1 Limita a spojitost [S]
Je-li a € R a funkce f je spojitda v bodé a, pak je limita rovna funkéni hodnoté.

lim f(z) = f(a)

r—a

Priklad: lim,_,, cos(z) Gl cos(m) = —1

2 Rovnost na prstencovém okoli [P]

Pokud se dvé funkce shoduji ve vSech bodech prstencového okoli P(a), maji v tomto bodé
stejnou limitu. Formalné toto tvrzeni zapiSeme

Vr € P(a): f(z) = g(r) = lim f(x) = lim g(z)

T—ra T—ra



Presnéjsi formulace je:
Necht a € R* a necht existuje prstencové okoli P(a) bodu a takové!, ze Vo € P(a) plati
f(z) = g(x). Pak plati lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x), jakmile m4 jedna ze stran smysl.

Priklad: lim, ,; £=1 = lim, ,, @DED By 41) 29

3 Aritmetika vlastnich limit [AL]

Necht a € Rx, lim,_,, f(z) = A € R a lim,_,, g(z) = B € R. Pak plat{

lim(f+g9)=A+B, lim(f-g)=A-B, aproB#0je limi:é
Tr—a

z—a z—a g B

Priklad: lim, o (1 4+ 1) 2 lim, oo 1 +lim, 1o 2 =140=1

4 Operace v R*

Abychom mohli formulovat vétu o aritmetice limit i pro nevlastni limity, potfebujeme na
rozsitené realné ose definovat operace. K nim pridame i definici usporadani na R* a vycet
tzv. neurcitych vyrazu (nedefinovanych operaci):

1V dalsfm textu budeme pro stru¢nost vynechavat necht existuje prstencové okoli a pouzijeme vyse uve-

s



Operace Definice v R* (pro L € R)
L+o00=00+L=00
L+ (—00)=—-0c0+ L=—00

o0+ 00 = 0

Séitani a odéitani
—00 + (—00) = —0

00 — (—00) = 00

—00 — 00 = —00
L
L-oco= > >0
—o0 L <0
Néasobeni L-(—o0) = —co L>0
00 L <0
0000 = (—00) - (—00) =00
00 - (—00) = —00
L L
R —
0o —00
o 00
Déleni T = sgn(L) -oo (L #0)
—00
- = sgn(L) - (—oo0) (L #0)
Neurcité vyrazy 00 —o0, 0-00, =, %
Usporadani —00 < L < o0

5 Aritmetika nevlastnich limit [AL*]

Necht a, A, B € R*, lim, ,, f(z) = A a lim,_,, g(x) = B. Pak plat{ nésledujici rovnosti za
predpokladu, ze je prava strana rovnosti definovand.

A
lim(f+g)=A+B, lim(f-g9)=A-8B, limi ==
z—a z—a z—sa g B
Pifklad: lim, o 7 2 2200 = 00

6 Typ L/0" [L/07]

Necht a € R*, lim, ,, f(z) = L # 0 a lim,_, g(x) = 0. Necht existuje prstencové okoli P(a)
bodu a takové, ze Vo € P(a) : g(z) > 0. Pak

lim J@) =sgn(L) - 0o
z—a g(x)
Priklad: lim,_o = A (protoze x? > 0 na P(0)).



Poznamka (Obecny typ L/0 a jednostranné limity): Neni-li splnéna podminka, ze
g(x) mé na prstencovém okoli stdlé znaménko (tj. g(z) méni znaménko v bodé a), nelze o
oboustranné limité rozhodnout piimo. V takovém piipadé musime vySetiit jednostranné
limity zvl4st (aplikujeme vétu na pravém a levém okoli). Pokud vyjdou jednostranné limity
ruzné (typicky +o0o a —oo), pak oboustrannd limita neexistuje.

Priklad: Limita lim,_, = neexistuje.

+
e Zprava (x > 0): lim, g+ % Lo

e Zleva (x < 0): lim,_,o- % = —o0 (typ L/07)

Protoze oo # —oo, oboustrannd limita neexistuje.

7 Veéta o seviené funkci [VSF]

Necht a € R*, L € R a necht na P(a) plati g(z) < f(z) < h(x). Pak

lim g(x) = lim h(zx) = L = lim f(2) T

r—a r—a r—a

sinx

Piiklad: Chceme spocitat limitu limg,_,,
Vime, ze pro z € R plati —1 < sin(z) < 1. Vyndsobenim nerovnosti vyrazem x > 0 dosta-

neme —L < sinz < 1
X X X
i SF
Sin x
=0,

Odtud plyne lim,

8 Veéta o seviené funkci [SF*|

V piipadé nevlastnich limit sta¢i sevieni z jedné strany (na druhé strané je jedno z nekonecen
jako ,okraj“ rozsirené realné osy).
Necht a € R*, L € {00, —o0} a necht pro = € P(a):

e V pifpadé L = oo plati g(z) < f(z).
e V pifpadé L = —oo plati f(z) < g(z).
Pak
limg(z) =L = lim f(z) =L

T—ra Tr—a

Piiklad: lim, ., z(2+sinx) = oo, protoze pro z € R, z > 0 je x(2+sinz) > z alim, o,z =
Q.
9 Soucin omezené a nulové funkce [0 - OM]

Tento nastroj umoznuje obejit fakt, ze jedna z funkci v souc¢inu limitu vibec nemad, pokud je
tato funkce ohranicena.



e Véta: Necht lim, ., g(z) = 0 a necht funkce f je omezend na néjakém prstencovém
okoli P(a) (tj. existuje M > 0 takové, ze |f(x)| < M pro vsechna x € P(a)). Pak plati:

lim (f(z) - g(x)) = 0

Tr—a

Priiklad: Vypocet lim,_,ox - sin (%)

e Funkce g(x) = x m4 limitu lim, o x = 0.

e Funkce f(z) = sin (1)
|sin(a)| < 1 pro libovolné a € R.

e Tedy: lim,_,ox - sin (%) 0OM .

nemd v nule limitu, ale je na celém P(0) omezend, nebot

10 L’Hospitalovo pravidlo [L’H]

Necht a € R*, existuje limita lim,_,, E a plati (i) nebo (ii)

=lim,,,9 =0,

(i) lim, ., f

(i) limg_, |g| = oo.

Pak existuje i limita lim,_., % a plati
o @) pn
z—a ;L‘)
Piiklad: lim, 0 S— _1 L lim, o 5 59

Cos T

f'(@)
z—a g’(x)

11 Limita slozené funkce [LSF]

Necht plati (i), (ii) a jedna z podminek (iii), (iv)

(i) lim, ., g(z) =
(if) limyp f(y) =
(iii) f je spojitd v bodé b,
v)

(i
Pak plati lim,_,, f(g(x)) = L

g(z) # b na néjakém prstencovém okoli P(a).



12 Slozena funkce se spojitou vnéjsi funkci [SVF]

Ve véte o limité slozené funkce pozadujeme platnost (iii) nebo (iv). Zaméime se na piipad
(iii). Vétu lze preformulovat:
Necht plati (i), (iii)
(i) lim,_, g(z) =,
(iii) f je spojitda v bodé b,
Pak plati lim,_,, f(g(x)) = f(b)
Piiklad: lim, o /3 + 220 2 flim, o3+ 520 2 /3 4 Ji,o 00— /35T =

13 Substituce v limité [Sub]

Vétu o limité slozené funkce za predpokladu (iv) lze preformulovat jako vétu o substituci
v limité.
Necht plati
(i) lim,q g(x) = b,
(ii) lim, f(y) = L,
(iv) g(x) # b na néjakém prstencovém okoli P(a).

Pak plati lim, ., f(g(x)) = L

Piiklad: lim,, 2022 V2 Jim,, o 00 — 1,
Pouzili jsme substituci y = © — 2. Pro z — 2 je y — 0 a podminka (iv) z — 2 # 0 je na P(2)
splnéna.

Poznamka: Podminka (iv) je splnéna vzdy, kdyz je funkce g na pravém i levém okoli ryze
monotonni, tedy bud rostouci nebo klesajici. Naptiklad g(x) = z? je na pravém okoli nuly

rostouci a na levém okoli nuly klesajici, proto je (iv) splnéna a plati

lim sin(x?) v sin(y)
z—0 g2 y—=0 gy

Vzhledem k tomu, Ze na prstencovém okoli bodu z = 0 je y = 2% > 0, mtiZeme oboustrannou
limitu prevést na jednostrannou limitu

. 2 .
lim sin(x?) y=s? sin(y)

x—0 1’2 y—0+ Y
To se hodi v prikladé

lim sgn(cos(z) — 1) e S [P sgn(y) = —1

z—0 y—0—



14 Limity monotonnich funkci [MON]

Je-1i funkce f na prstencovém okoli bodu a monotonni, jeji jednostranné limity v tomto bodé
vzdy existuji (vlastni nebo nevlastni) a jsou rovny supremu nebo infimu jejich hodnot.

Rostouci na P~

a

)
a ) =1inf{f(z) : 2 € P (a)}
) =1inf{f(z) : z € P"(a)}
)

— sup{f(x) : 7 € P*(a)}

Klesajici na P~

(a):
(a):
Rostouci na P*(a): lim, .+ f(z
Klesajici na P*(a):

Poznamka: Limity v nevlastnich bodech +oo Ize v tomto kontextu chapat jako limity
jednostranné (zleva v +oo a zprava v —o0).
Piiklad (Exponencidlni funkce): Funkce f(x) = e” je rostouci na celém R.

o lim, . e€” MON sup{e” : x € R} = o0
o lim, , . ¢€" MON inf{e* :z € R} =0
Piiklad (Tangens): Funkce f(x) = tg x je rostouci na intervalu (—m/2,7/2).

o lim, ,--tga MON sup{tg z:x € (—7n/2,7/2)} =

o lim, , -+tgu MON inf{tg x:x € (—n/2,7/2)} = —0



