Cyklometrické funkce: Teorie, feSeni rovnic a derivace

Material pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Definice cyklometrickych funkci

Goniometrické funkce (sinus, kosinus, tangens, kotangens) jsou periodické, a proto na celém svém
defini¢nim oboru nejsou prosté. Abychom k nim mohli definovat inverzni funkce, musime jejich
defini¢ni obor zuzit na interval, kde prosté jsou a kde zaroven nabyvaji vSech svych hodnot. Tyto
inverzni funkce nazyvame cyklometrické.

NiZe uvadime definice jednotlivych funkci. Na priloZzenych grafech je plnou ¢arou vyznaceno
zZeni ptuvodni goniometrické funkce (Carkovana ¢ara naznacuje jeji periodické pokracovani) a je
zde graficky znazornéno fegeni rovnice f(x) = yo, kterému odpovida jedina hodnota zo = f~!(yo)
uvnit¥ zazeného intervalu.

Arkussinus (y = arcsin x)

Je inverzni funkce k funkci y = sinx z0Zené na interval [—g, %] Hodnota arcsiny priradi real-

nému ¢islu y € [—1, 1] kofen rovnice sin z = y leZici v intervalu [—g, g]

Z0zeni sin x a kofen xg = arcsin yg
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Arkuskosinus (y = arccos )

Je inverzni funkce k funkci y = cosz ztzené na interval [0, 7|. Realnému ¢islu y € [—1, 1] priradi
kofen rovnice cosx = y z intervalu [0, 7].

Z0zZeni cosx a kofen xy = arccos g




Arkustangens (y = arctan x)

Je inverzni funkce k funkci y = tan z zGzené na interval (—%, g) Realnému ¢islu y € R priradi
kofen rovnice tanx = y z tohoto intervalu.

ZuzZeni tan x a kofen xy = arctanyyg

o

B
B S

Arkuskotangens (y = arccotg )

Je inverzni funkce k funkci y = cotx ztZené na interval (0, 7). Realnému ¢islu y € R prifadi
kofen rovnice cot x = y z tohoto intervalu.

Zuzeni cot x a kofen xg = arccotg yg
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2 Reseni goniometrické rovnice
Méjme rovnici:
sinz = 0,6

Cilem je najit vSechna FeSeni této rovnice na intervalu [—m,27]. Vysledky vyjadiime pomoci
funkce arkussinus.
Z definice vime, Ze jedno feSenf (tzv. hlavni hodnota) lezf v intervalu [—73,%] a je déno
vztahem:
x1 = arcsin(0,6)

Dalsi kofeny vyjadiime pomoci x1 a pouZijeme bud graf funkce kosinus nebo jednotkovou
kruznici.

V obou pripadech dostaneme vysledek: rovnice mé na zadaném intervalu dva koreny
x1 = arcsin(0.6), xo = 7 — 1.



2.1 Metoda 1: ReSeni pomoci grafu funkce sinus

Ze symetrie grafu funkce sinus podle osy = = 7/2 uréime vztah pro xs: 1 = m — 2 a odtud
vyjadiime xo.

1 1
1 /\:1;2 y = 0,6
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2.2 Metoda 2: Alternativni FfeSeni pomoci jednotkové kruzZnice

Na jednotkové kruznici odpovida hodnota funkce sinus y-ové soufadnici bodu na kruznici. Hle-
dédme tedy body na kruznici, které maji soufadnici y = 0,6. Jak je vidét na obrazku nize,
vodorovna piimka y = 0,6 protne jednotkovou kruznici ve dvou bodech.

Tyto body jednozna¢né ur¢uji orientované ahly (kofeny rovnice):

e Prvni kofen x; lezi v prvnim kvadrantu a pFislusi mu dhel z7 = arcsin(0,6).

e Druhy kofen xo lezi ve druhém kvadrantu a ze symetrie kruznice plyne, Ze odpovidajici

thel je zo = m — arcsin(0,6).

3 Grafy cyklometrickych funkci

Grafy ziskdme osovou soumérnosti grafii ztizenych goniometrickych funkci podle osy prvniho a

tietiho kvadrantu (y = z).
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4 Odvozeni vzorct pro derivace

P1i odvozovani derivaci cyklometrickych funkci se opirame o vétu o derivaci inverzni funkce. Je-li
funkce f prosta a ma-li nenulovou derivaci, plati pro derivaci inverzni funkce f=—1:

(W) = 7 kdey = f(@).

4.1 Derivace arcsiny
Necht y = sinx pro x € (—%, g) Derivujeme-li inverzni funkci:
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(aresing)’ = (sinz)  cosz

Protoze = € (—g, %), je cosx > 0, a proto muzeme vyuzit goniometrickou jednicku cosz =
V1 —sin? z. Dosazenim y = sin z dostavame koneény vztah:

A )
V1 —sin?x \/1—y2’

(arcsiny) (—=1,1).




4.2 Derivace arccosy
Necht y = cosz pro z € (0, 7). Potom:

( y 1 1
arccosy) = =
Y (cosz)  —sinzx

Na intervalu (0,7) je sinz > 0, tedy sinz = v/1 — cos? z. Po dosazeni y = cos x:
1

(arccosy) = — =, Y€ (—1,1).
L—y
4.3 Derivace arctany
Necht y = tanx pro x € (—g, g) Plati:
1 1
arctany) = = =cos’x
( v) (tanz) L
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Vime, 7e cos’z = ——ty— (ziskdme vydélenim rovnice cos?z + sin?z = 1 vyrazem cos®z).
14+tan=z
Dosazenim y = tan x:
1 1
arctany)’ = = , € R.
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4.4 Derivace arccotgy
Necht y = cot x pro x € (0, 7). Plati:
1 1
arccotgy)’ = = = —sin’z
( gy) (cotz) ——L
simm- xT
Analogicky, z rovnosti Sin:f;;‘?% = Sinl% plyne sin? x = m Proto:
1
(arccotgy) = y € R.

1+cot?z :714-1/27



