Limity funkei: Definice, véty a aplikace

Material pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Definice limit funkci

Nize uvaddime definice jednostrannych nevlastnich limit a vlastnich limit v nevlastnich bodech.
Nevlastnimi body nazyvame plus a minus nekone¢no. Mnozinu R* := R U {oc0, —o0} nazyvame
rozsifenou redlnou osou.

Definice formulujeme obecné a poté ukazujeme piiklady limit goniometrickych a cyklomet-
rickych funkci.

1.1 Nevlastni limita ve vlastnim bodé& zprava (limita je +o0)

Rekneme, Ze funkce f méavbodé a € R zprava nevlastni limitu +o0, jestlize ke kazdému readlnému
¢islu M existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna x € (a,a + §) plati f(x) > M.
Symbolicky:
lim f(z) =400 <= VM €R 30 >0Vz € (a,a+96): f(x) > M
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1.2 Nevlastni limita ve vlastnim bodé zprava (limita je —o0)

Rekneme, Ze funkce f mavbodé a € R zprava nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému readlnému
¢islu M existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna x € (a,a + §) plati f(z) < M.
Symbolicky:
lim f(z)=-00 < VM eR3I§>0Vz € (a,a+90): f(x) <M
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1.3 Nevlastni limita ve vlastnim bodé zleva (limita je +o0)

Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € R zleva nevlastni limitu +o0, jestlize ke kazdému realnému
¢islu M existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna x € (a — d,a) plati f(z) > M.
Symbolicky:

lim f(z) =400 <= VM eR3I§>0Vx € (a—¥,a): f(z) >M
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1.4 Nevlastni limita ve vlastnim bodé zleva (limita je —oo)

Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € R zleva nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému realnému
¢islu M existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna x € (a — d,a) plati f(z) < M.
Symbolicky:

lim f(z)=—-00 <= VM eR3I§>0Vx € (a—¥,a): f(z) <M

Tr—a—

1.5 Vlastni limita v bodé +oco

Rekneme, 7ze funkce f mé v nevlastnim bodé +oo vlastni limitu L € R, jestlize ke kazdému ¢&islu
e > 0 existuje realné ¢islo K takové, Ze pro vechna x > K plati |f(x) — L| < e.
Symbolicky:

lim f(r)=L <= Ve>03dK RV >K:|f(x)—-L|<e

T—r+00
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1.6 Vlastni limita v bodé —oo

Rekneme, ze funkce f mé v nevlastnim bods —co vlastni limitu L € R, jestlize ke kazdému ¢islu
e > 0 existuje realné ¢islo K takové, ze pro vSechna z < K plati |f(x) — L] < e.
Symbolicky:
lim f(z)=L <= Ve>03dKeRVz < K:|f(z)—L|<e
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2 Limity monoténnich funkci a jejich omezenost

Monoténnost funkce je silna vlastnost, ktera zarucuje existenci limity na okrajich defini¢niho
oboru. Typ této limity (vlastni vs. nevlastni) pak zavisi vyhradné na tom, zda je funkce ome-
zena. Klicovym poznatkem je, Ze hodnota limity je pfimo rovna supremu (resp. infimu)
mnoziny funkénich hodnot na pfislusném intervalu.

e Funkce monoténni a omezena na okoli nevlastniho bodu (napf. neklesajici na (K, +00)
a shora omezend) méa v tomto bodé vlastni limitu. Tato limita je rovna supremu funkénich
hodnot na tomto intervalu.

e Funkce monoténni a neomezena na jednostranném okoli vlastniho bodu (napf. ne-
klesajici na (a,a + ¢) a neomezena zdola) méa v tomto bodé jednostrannou nevlastni
limitu. Tato limita je rovna infimu funkénich hodnot, coz je v tomto pripadé —oo.
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Neklesajici a shora omezena

xr — +00

Rostouci a zdola neomezena
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3 Priklady limit goniometrickych a cyklometrickych funkci

Na zékladé predchozich vét si nyni rozebereme chovani goniometrickych a cyklometrickych funkei

na okrajich jejich (zuZenych) defini¢nich obort.

3.1 Limity funkce tangens a kotangens

™

Funkce y = tan z je na intervalu (—f E) rostouct.
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e Blizime-li se k bodu § zleva, funkce roste nad vSechny meze. Je shora neomezen4, a proto
sup f = +oo. Limita zleva je:

e Na intervalu (
zdola neomeze
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a (inf f = —0). Pla
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Funkce y = cot x je na intervalu (0, 7) klesajici.

,3—) je funkce rovnéz rostouci. Blizime-li se k bodu Z

s
2

zprava, funkce je

e Prox — 0% je funkce shora neomezend (sup f = +o00), proto lim, o+ cot z = +o00.

e Pro x — 7~ je funkce zdola neomezené (inf f = —o0), proto lim,_, - cotx = —o0.

Limity y = tanx v bodé §

Limity y = cot x v krajnich bodech
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3.2 Limity funkci arkustangens a arkuskotangens

7 definice inverzni funkce vime, Ze defini¢nim oborem téchto cyklometrickych funkci je celé R.
Jsou na ném piisné monoténni a omezené, proto maji v nekonecnech vlastni limity, které se
rovnaji supremu/infimu.

e Funkce y = arctan x je rostouci a jeji hodnoty lezi v intervalu (—g, g) Plati tedy sup arctan x =

s : _ T “r SRS TENN
5 ainfarctanz = —%. To pifmo urcuje limity:
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lim arctanx = — a lim arctanz = ——
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e Funkce y = arccotgx je klesajici a jeji hodnoty lezi v intervalu (0,7). Jeji sup = 7 a
inf = 0, z ¢ehoz plyne:

lim arccotgax = a lim arccotgx =0
r——00 T—+00

Asymptoty y = arctan z Asymptoty y = arccotg x
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4 Dikazy existence limity monotéonni funkce

V predchozich kapitoléach jsme uvedli, Ze monoténnost funkce zarucuje existenci limity na okrajich
defini¢niho oboru. Nyni tento poznatek formalné dokdzeme pro dva vybrané piipady. Dikazy se
opiraji o vlastnosti suprema a infima mnoZziny realnych ¢isel.

4.1 Pripad 1: Funkce klesajici a neomezena v pravém okoli vlastniho bodu

Uvazujme funkci f, kterd je na intervalu (a,a + &g) klesajici a neni na tomto intervalu shora
omezena. Dokazeme, Ze v bodé a existuje nevlastni limita zprava rovna +ooc.
Definice (Nevlastni limita ve vlastnim bodé& zprava):

lim f(z) =400 <= VM € R36 > 0Vx € (a,a+9): f(z) > M

r—at

Tuto definici jsme zavedli v sekci 1.1.
Piredpoklady:

e Funkce f je klesajici na (a,a + dp). To znamena: V1,29 € (a,a+ &) : 21 < T2 —>

f(z1) > f(z2).

e Funkce f neni shora omezena. Mnozina hodnot {f(z) | z € (a,a+ dp)} nema horni zavoru.
Supremum této mnoziny je +oo.



Diikaz: Zvolme libovolné M € R. ProtoZe f neni shora omezené, musi v intervalu (a, a + dp)
existovat alespon jeden bod (ozna¢me jej xr), pro ktery plati f(xzpr) > M.

Polozme 0 = xp; — a. Protoze xp; > a, je § > 0. Nyni uvazujme libovolné z € (a,a + ). Z
volby d plyne, Ze a < x < a+ 0 = zps. Tedy plati x < xp;.

Vyuzijeme nyni monoténnost funkce. Protoze f je klesajici a © < x;, musi platit:

f(x) = f(zm)
Vime, Ze f(zpr) > M. Z toho plyne transitivné:
flz) > M

Tim je splnéna podminka definice limity. Ke kazdému M jsme nalezli § takové, Ze na (a,a + 9)
jsou funkéni hodnoty vétsi nez M.
lim f(z) = +o0
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Vo € (a,a + 9)
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4.2 Pripad 2: Funkce klesajici a omezena v okoli plus nekonec¢na

Uvazujme funkci f, ktera je na intervalu (K, +00) klesajici a zdola omezena. Dokazeme, Ze ma
v bodé +o0 vlastni limitu L, které je rovna infimu funkénich hodnot.
Definice (Vlastni limita v nevlastnim bodé):

lim f(z)=L <= Ve >03dzp e RVz > xo: |f(x) - L| <e

T—+00

Tuto definici jsme zavedli v sekci 1.5.
Definice (Infimum): Cislo L je infimem (nejvétsi dolni zévorou) mnoziny hodnot H =
{f(x) | x > K}, pokud:

1. V> K : f(z) > L (dolni zavora).
2. Ve > 03y € H : y < L+ ¢ (neexistuje vétsi dolni zavora).

Piredpoklady:



o fjeKklesajici: 1 < xo = f(z1) > f(x2).
e f je zdola omezena, tedy existuje kone¢né infimum L = inf f.

Dikaz: Oznac¢me L = inf{f(z) | + > K}. Zvolme libovolné ¢ > 0.
Z druhé vlastnosti infima plyne, Ze musi existovat né&jaky bod zy € (K, +o00) takovy, Ze jeho
funkéni hodnota je velmi blizko L:
f(xo) < L+e

Zaroven z prvni vlastnosti infima vime, Ze pro vSechna x plati f(z) > L. Proto jisté plati i:
f(l‘()) >L>L—¢

Tedy f(xo) € (L—¢,L+¢).
Nyni uvazujme libovolné z > x(. Protoze f je klesajici, plati:

f(z) < flxo)

Z nerovnosti f(xzo) < L + ¢ tedy plyne f(x) < L + &. Soucasné, protoze L je dolni zavora, plati
pro v8echna z (a tedy i pro nase zvolené):

fle)>L>L—¢
Kombinaci téchto poznatki dostavame:
L—-e<flx)<L+e = |f(z)—Ll<e

Tim jsme dokézali, Ze pro libovolné € existuje xg takové, Ze pro vSechna x > xy padne funkéni
hodnota do e-okoli ¢isla L.
lim f(z) =inf f

T—+00
Q.E.D.
Yy

r>xz9 = f(x) < f(20)

flwo) <L+e
L+¢
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f(z) >inf f>L—¢
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