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Kapitola 1

Uvod

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zamétiuje s posloupnosti. Navic
se v jinych oborech pouzivd pojem casova fada ve smyslu posloupnosti. Studentim se tyto
pojmy hodné pletou, prestoze se uz na stfedni skole setkali s pojmy geometricka posloupnost,
geometrickd rada, aritmetickd posloupnost, aritmeticka rada. Proto je potreba si ,vtlouci“ do
hlavy, Ze geometrickd posloupnost je napriklad 1,1/2,1/4,1/8, ..., zatimco geometricka rada
je napiiklad 14+1/2+1/44+1/8 + ..., tedy soucet.

Nez pristoupime k formalnimu vykladu, ukazme si nékolik situaci z realného svéta, kde se
s myslenkou nekone¢ného souctu prirozené setkavame. Tyto priklady ndm pomohou budovat
intuici o tom, kdy mé smysl nekoneéné mnoho ¢isel secist a kdy to naopak vede k ,,explozi“
nebo zmatku.

1.1 Motivace: Kde vSude v realném svété potkame nekonecno?

1. Magie cisel a Skolska praxe: Je 0,9 opravdu 17

Jedna z nejcastéjsich otazek zvidavych zakt zni: Jak miZe byt cislo, které zacind nulou, rovno
jedné? Zaci casto odmitaji prijmout fakt, ze 0,9 = 1. MUZeme jim to vsak ndzorné ukazat
pomoci nekone¢ného séitdni (nekonecné geometrické rady):

_ 9 9 9
0,9=0,999- - = —+ —+ —+...
’ ’ 10 * 100 * 1000 *
Pravé studium rad nam v nésledujicich kapitolach d& do ruky silny nastroj, jak dokazat, ze
tento soucet skutecné konverguje presné k hodnoté 1.

2. Finan¢éni gramotnost: Perpetuita a slozené troceni

Pokud si budeme kazdy meésic ukladat 1000 K¢ na ticet s garantovanym trokem, tvori nase
vklady a jejich iroceni posloupnost. Co kdybychom vsak chtéli dostavat stabilni rentu ,,navzdy*
(tzv. perpetuita)? Jakou hodnotu mé takovy slib dnes? Vypocet soucasné hodnoty budoucich
nekonecnych vynosu vede piimo na soucet nekonecné geometrické rady:

- B + i + i +
144 (140?20 (1+414)3

S

kde R je renta a ¢ je irokova mira. Bez znalosti fad by modern{ finan¢ni matematika nemohla
fungovat.
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3. Fyzika a sport: Draha skikajiciho micku

Pustime gumovy micek z vysky 1 metru. Po kazdém dopadu ztrati ¢ast své kinetické energie
a vyskodi jen do 80 % predchozi vysky. Kolikrdt se odrazi, nez se uplné zastavi? Teoreticky
nekonecnékrat. Jakou ale urazi celkovou drahu? Draha se skldda z letu dol a nahoru:

s=14+2-(0,8)+2-(0,8)+2-(0,8%) +...

Ackoliv proces obsahuje nekone¢né mnoho kroki, celkova draha je konecné (fada konverguje).
Toto je klasické ukéazka toho, Zze nekoneéno nemusi nutné znamenat ,,nekoneéné velky vysledek®.

4. Lékarstvi: Davkovani 1éku v téle

Pacient dostane 100 mg 1éku. Béhem 8 hodin télo odbourd 40 % a¢inné latky (zustane 60 %).
Za 8 hodin si pacient vezme dalsich 100 mg. Pokud bude pacient brat léky dlouhodobé, poroste
mnozstvi latky v téle do nekoneéna (a dojde k otravé), nebo se ustdli na néjaké bezpecné
hladiné? Mnozstvi latky v téle tésné po podani n-té davky tvori ¢astecny soucet fady:

100 + 100 - 0,6 + 100 - 0,62 + - - - + 100 - 0,6"

Diky tomu, ze kvocient je mensi nez 1, hladina léku v téle se ustali.

5. Architektura a hlavolamy: Véz z knih

Predstavte si hromadu stejnych ucebnic. Chcete je vyskladat na sebe tak, aby horni kniha

Vveyv

Vvev

hrané. Postupnym sklddanim ziskame nasledujici model:

| Kniha 1 |
| Kniha 2 I ‘
| Kniha 3 —— 1/2
| Kniha 4 |<—x‘ 1/4
| — 1/6

Stal 1/8

VVev

1%—1~|—1+ —1(1+1+1+ )
2 4 6 2 2 3 7

Vyraz v zavorce je tzv. harmonicka fada. Jak si pozdéji ukazeme, tato rada diverguje (jeji

soucet roste nade vSechny meze). Piekvapivd odpovéd tedy zni: s dostateénym poc¢tem knih

postavite most klidné pres cely ocean!

6. Zenonuv paradox: Achilles a zelva

Slavny anticky paradox popisuje zavod rychlého Achilla a pomalé Zelvy, kterd dostane naskok.
Zenon z Eleje tvrdil, ze Achilles Zelvu nikdy nedohoni. Jeho tivaha znéla takto: Nez Achilles
dobéhne na misto, odkud Zelva startovala, Zelva se posune o kousek dal. Nez Achilles prekona
tento novy kousek, zelva se opét o néco posune. Tento proces se opakuje donekonecna.
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cas t Zelva

V ¢em Zenon chyboval? Zenoniv omyl spocival v tom, Ze ¢as potiebny k dohonéni
zelvy (coz je ve skutecnosti konecné dlouhy tisek) uméle rozdélil na nekoneéné mnoho stéle
se zkracujicich ¢asovych intervali. Z faktu, Ze téchto intervali je nekonecné mnoho, chybné
vyvodil, Ze jejich soucet musi byt nekonecny (tedy Ze Achilles Zelvu nedohoni v konecném
¢ase). Jak ale uvidime u geometrickych rad, soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel (v tomto
pripadé ¢asovych usekt) muze byt konecny!

7. Zaludny vypina¢ a klamy nekone¢na (Grandiho rfada)

Mate vypina¢. Zmacknuti znamend +1 (svétlo), dalsi zmacknuti —1 (tma). Zacnete s nulou a
mackate donekonecna:
1-14+1-14+1-1+...

Bude na konci rozsviceno, nebo zhasnuto? Pokud bychom pouzili neopatrné uzavorkovani, mohli
bychom tvrdit, Ze soucet je (1—1)+(1—1)+--- = 0. Jiné uzdvorkovani 1 —(1—-1)—(1—1)...
dava 1. Tento priklad slouzi jako dilezité varovani (kterému se budeme vénovat v kapitole
1.4): s nekone¢nem nelze providét bézné algebrické upravy tak, jak jsme zvykli u
konec¢nych souct.

Ulohy k zamy$leni

1. Rozpoznani rady: Pozorné si prectéte priklady 1, 2, 3 a 4, uvédomte si, ze pojednavaji
o geometrickych radach a pro kazdy z priklada urcete, jaky je kvocient prislusné
geometrické rady.

2. Rady ve vaSem své&té (Tvofiva tiloha): Vymyslete redlnou situaci z oblasti vaseho
zdjmu (muze to byt jiny studijni obor, sport, konicek nebo specificky pedagogicky
problém), kterd se d4 modelovat pomoci matematické rady.

o Popiste situaci: Co presné predstavuji jednotlivé séitance ay?
e Dava ve vasem modelu smysl uvazovat o radé konec¢né, nebo nekonecné?

o Zkuste odhadnout (intuitivné nebo matematicky), zda vase fada konverguje (blizi
se k limitni hodnoté), diverguje (roste do nekonec¢na), nebo osciluje. Dava tento
matematicky vysledek smysl i v kontextu vasi realné situace?
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1.2 Zakladni pojmy: Posloupnost vs. Rada

Definice

Méjme posloupnost redlnych ¢isel (a,)5e;. Symbol Y 77, a, nazyvame radou, ¢isla ay
nazyvame Cleny fady. Posloupnosti ¢asteénych souctu (s,) této fady rozumime:

n
81 =a1, S2=a1+a, ... sn:al—i—ag%—w-—i—an:Zak
k=1

Existuje-li vlastni limita lim,_, s, = s, Iikdme, ze fada konverguje a jeji soucet je
s. Znacime ) o2 a, = s. V opacném pripadé iikame, ze fada diverguje.

| r

Didakticka poznamka

Metafora hromady pisku:
Studentim se pojmy pletou. Predstavte si, ze stavite hromadu z pisku.

e Posloupnost a,, odpovida tomu, kolik pisku prisypu v n-tém kroku.
« Casteény soudet s, je, jak velkd je hromada po n krocich.

Konvergence znamena, ze i kdyz sypeme donekone¢na, hromada nepreroste urcitou
vysku. Nutnou podminkou pochopitelné je, ze velikost pridavanych lopatek pisku se
mus{ zmensovat k nule (lima,, = 0).

\_ J
Priklad
Rada - .
1 1 1 (=)™
2 + 3 4 i nzz:l n

mé treti ¢len roven 1/3, dvandcty ¢len roven —1/12 a tfeti ¢asteény soucet ma roven
1-1/2+1/3=5/6.

_/




Kapitola 2

Geometricka rada

2.1 Konec¢na a nekonecna geometricka rada

V predchozich motiva¢nich ptrikladech jsme ¢asto nardzeli na situaci, kdy se sé¢itance postupné
zmensovaly vzdy o stejny nasobek. Tento typ rady je v matematice natolik fundamentélni, ze
se jim budeme zabyvat podrobnéji.

Definice geometrické rady

Necht’ a1 € R a ¢ € R. Geometrickou fadou nazyvame fadu tvaru
0
n—1 __ 2 3
Yoa" ' =atagtad+ad+...
n=1

Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické fady. Pro n-ty élen této fady plati api1 = an - q.

Odvozeni vzorce pro castecny soucet

Zkoumejme nejprve konec¢ny soucet prvnich n ¢lenti geometrické rady, tedy n-ty castecny
soucet s,. Mame rovnici:

sn=a1+a1q+arg® +--+ar1q" 2+ arg"? (2.1)

Abychom tento soucet upravili do uzavieného tvaru, vyuzijeme elegantni algebraicky trik.
Vynéasobime celou rovnici kvocientem g¢:

q sp=a1g+a1* +a1¢® + - +a1g" " + arq” (2.2)

Nyni ode¢teme rovnici (2.2) od rovnice (2.1). Vsimnéte si, ze vétsina ¢lentl na pravé strané
se vzajemné odecte a zbude pouze prvni ¢len z prvni rovnice a posledni ¢len z druhé rovnice:

Sn_Q'Sn:al_alqn
Vytkneme s, na levé strané a a; na pravé strané:
sn(l—q) =ai(l-q")

Pokud ¢ # 1, muzeme rovnici vydélit vyrazem (1 — ¢q) a ziskdme vzorec pro ¢dstecny soucet.
Pokud g = 1, pak sc¢itame n-krat stejné cislo a1, takze s, =n - a;.

9
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Castecny soucet geometrické rady

Pro n-ty éastecny soucet geometrické rady s kvocientem q # 1 plati:
1—q"
Sn=a
n 1 1_ q
V pripadé ¢ = 1 plati
Sp = Na1

\
Trik s posunem a odectenim

Tento odvozovaci trik (vyndsobeni kvocientem a odecteni) je jednim z nejuzitecnéjsich
obrati, které mizete stfedoskoldkiim ukézat. Neni to jen ,vzorecek z tabulek k nauceni
zpaméti“, ale logicky postup. Stejny princip se uc¢i uz na zakladni skole pti prevodu
periodického ¢isla na zlomek (kdy napf. rovnici x = 0,3 vyndsobime 10 a odecteme

puvodni z). Znalost samotného triku je mnohem cennéjsi nez znalost vysledného vzorce.
g J

Limita ¢" a soucet nekonecné geometrické rady

Abychom urdili soucet nekonecné rfady s = lim,, oo Sp, musime vySetfit limitu lim, .~ ¢"
v zévislosti na parametru g € R.

Pro g = 0 je zjevné limita 0. Pro ¢ = 1 je limita 1, ¢astecny soucet je s,, = n - aq a fada
diverguje.

1. Pripad ¢ > 0,q # 1:
Vyuzijeme prepis mocniny pomoci exponencidlni funkce a prirozeného logaritmu:

n
" = elog(d™) — gnlogg

Protoze se jedna o limitu slozené funkce, zatneme vypoctem limity vnitini funkce, tedy
exponentu nlog q.

o Jelli 0 < g < 1, pak logg < 0 (logaritmus je zaporny). Limita exponentu je tedy
limy, oo nlog g = —oo. Odtud plyne, zZe lim,,_, e" logg — .

o Je-li ¢ > 1, pak log g > 0 (logaritmus je kladny). Limita exponentu je lim,,_,o, nlogq =
00, a proto lim,,_,. "84 = .

2. Pripad ¢ < 0:
Nyni uvazujme zaporna q.

o Je-li —1 < ¢ < 0, pak pro absolutni hodnotu plati |g| € (0,1). Z pfedchoziho kroku vime,
ze lim, o |g|™ = 0. Nyni vyuzijeme zndmé tvrzeni, ze posloupnost mé nulovou limitu
pravé tehdy, kdyz ma nulovou limitu posloupnost jejich absolutnich hodnot:

lim a, =0 <= lim |a,|=0

Protoze lim,,—,o |¢"] = lim,,— g™ = 0, dostdvame okamzité, ze i lim,_, ¢" = 0.

o Je-li ¢ < —1, limita neexistuje. Posloupnost osciluje se stiidavymi znaménky (napriklad
pro ¢ = —1 dostavame hodnoty 1,—1,1,—1,...).

Diky témto poznatkiim se mtzeme vratit k limité ¢aste¢ného souctu s, = al%. Pokud
lg| < 1, pak ¢" — 0 a vyraz se zjednodusi na kone¢nou hodnotu.
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Soucet nekonecné geometrické rady

Nekone¢nd geometricks fada 320 ; a1¢™ ! konverguje prave tehdy, kdyz plati |q| < 1.
Jeji soucet je v takovém pripadé roven:

Pro |g| > 1 tada diverguje (pfipadné osciluje).

Vzorec pro soucet nekonecéné geometrické rady jsme pro kladny kvocient odvodili s pouzi-
tim exponencialni a logaritmické funkce. Ukazeme alternativni diikaz pomoci Bernoulliovy
nerovnosti, kterou nejdrive zformulujeme a dokazeme.

Bernoulliova nerovnost

Necht h > —1, n € x. Pak plati (1 + k)" > 1 + nh.

Dikaz provedeme matematickou indukei.

Pro n = 1 dostaneme platnou nerovnost (1 +h)! > 1+1-h.

Predpokladejme, Ze nerovnost plati pro n a vynasobme ji nezdpornym vyrazem 1 + h.
Dostaneme

(14+h)"(14+h) > (1+nh)(1+h)

Pravou stranu nerovnice roznasobime, na levé strané pouzijeme vzorec pro soucin
mocnin se stejnym zakladem.

(14 h)" > 14 nh + b+ nh?

Protoze nh? > 0, je pravd strana 1+ nh + h +nh? > 1+ (n + 1)h a odtud dostaneme
nerovnost pron + 1

(1+nr)" > 14 (n+1)h
\. J

Nyni vyjadiime kvocient geometrické fady ¢ pomoci h: g=14+h. Prog>1jeh >0 a
odtud a z véty o aritmetice limit plyne lim,, (1 + nh) = oco.
Nyni pouzijeme

e Bernoulliovu nerovnost, ktera pro kladné h plati,

o vétu o limité seviené funkce (protoze je limita ,dolniho policajta* 1+nh rovna nekoneénu,
nepotiebujeme horniho policajta).
Dostaneme
lim (1+h)" =00
n—oo

Dostali jsme tedy, ze pro ¢ > 1 je lim,,— o ¢" = 0.

Uvazujme nyni ¢ € (0,1). Pak je 1/¢ > 1 a z vySe odvozeného plyne

1 n
lim (> =0
n—oo q

Vyjadiime ¢ = 1/(1/q) a pouzijeme vétu o aritmetice limit. Dostaneme

1 1
lim ¢" = lim =—=0
n—00 n—o00 1/q" o0
a tedy pro q € (0,1)
lim ¢" =0

n—00
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2.2 Resené a neresené ulohy

Vratime se k motiva¢nim prikladiam z 1.1.

Nejdrive zformulujeme tlohy na procviceni uplné zakladnich pojmiu jako ¢len rady a
¢astecny soucet fady. Reseni nechdme na ¢tenafi s tim, ze definice najde v kapitole 1.2.

Poté vybereme z prikladt 1.1 ty, které obsahuji geometrické rady. Ukazeme, ze tyto fady
konverguji a vypocteme jejich soucty.

Pro kazdou radu z tloh 1, 3, 4, 5, 7 z kapitoly 1.1 urcete paty clen fady a druhy c¢astecny
soucet rady.

Scitani nekonecnych geometrickych rad

Vypocteme soucty fad z piikladi 1 az 4 z ivodni kapitoly.

1.
9.9 9
10 100 1000

Prvni ¢len je a; = 9/10, kvocient je 1/10. Protoze je |¢| = 0.1 < 1, geometricka
fada konverguje a plati

. m _ 910
1—-¢ 1-1/10
2.
R R R
...

T+ T O+ AP
Prvni ¢len je a; = R/(1+1), kvocient je ¢ = 1/(1+14). Predpokladdme, Ze urokova
mira i nabyva kladnych hodnot. Pak ¢ € (0, 1), geometricka fada konverguje a
plati
ar  R/(1+1)
1-q¢ 1-1/(1+4)

S =

Po tpraveé dostaneme s = R/i.

14+2-(0.8)+2-(0.8%)+2-(0.8%) +...
Rada je geometricka az od druhého ¢lenu. Proto secteme nejdifve tuto éast a
k vysledku pri¢teme prvni ¢len (jednicku). V geometrické radé

2-(0.8) +2-(0.8%)+2-(0.8%) +...

je prvni ¢len a; = 1.6, kvocient je ¢ = 0.8. Geometricka rada tedy konverguje a

plati
al 1.6

T 1-¢ 1-08

I s prvnim ¢lenem mé tedy rada soucet roven deviti.

s 8
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Scitani nekonecnych geometrickych rad

4.

100 4100 - 0.6 + 100 - 0.6% + - - - 4 100 - 0.6™

Prvni ¢len je a; = 100, kvocient je ¢ = 0.6. Geometricka rada tedy konverguje a

plati
ay 100

1-¢ 1-06

S = :250
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