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Kapitola 1

Uvod

Rada je v matematice dost neintuitivni pojem a ¢asto se zamétiuje s posloupnosti. Navic
se v jinych oborech pouzivd pojem casova fada ve smyslu posloupnosti. Studentim se tyto
pojmy hodné pletou, prestoze se uz na stfedni skole setkali s pojmy geometricka posloupnost,
geometrickd rada, aritmetickd posloupnost, aritmeticka rada. Proto je potreba si ,vtlouci“ do
hlavy, Ze geometrickd posloupnost je napriklad 1,1/2,1/4,1/8, ..., zatimco geometricka rada
je napiiklad 14+1/2+1/44+1/8 + ..., tedy soucet.

Nez pristoupime k formalnimu vykladu, ukazme si nékolik situaci z realného svéta, kde se
s myslenkou nekone¢ného souctu prirozené setkavame. Tyto priklady ndm pomohou budovat
intuici o tom, kdy mé smysl nekoneéné mnoho ¢isel secist a kdy to naopak vede k ,,explozi“
nebo zmatku.

1.1 Motivace: Kde vSude v realném svété potkame nekonecno?

1. Magie cisel a Skolska praxe: Je 0,9 opravdu 17

Jedna z nejcastéjsich otazek zvidavych zakt zni: Jak miZe byt cislo, které zacind nulou, rovno
jedné? Zaci casto odmitaji prijmout fakt, ze 0,9 = 1. MUZeme jim to vsak ndzorné ukazat
pomoci nekone¢ného séitdni (nekonecné geometrické rady):

_ 9 9 9
0,9=0,999- - = —+ —+ —+...
’ ’ 10 * 100 * 1000 *
Pravé studium rad nam v nésledujicich kapitolach d& do ruky silny nastroj, jak dokazat, ze
tento soucet skutecné konverguje presné k hodnoté 1.

2. Finan¢éni gramotnost: Perpetuita a slozené troceni

Pokud si budeme kazdy meésic ukladat 1000 K¢ na ticet s garantovanym trokem, tvori nase
vklady a jejich iroceni posloupnost. Co kdybychom vsak chtéli dostavat stabilni rentu ,,navzdy*
(tzv. perpetuita)? Jakou hodnotu mé takovy slib dnes? Vypocet soucasné hodnoty budoucich
nekonecnych vynosu vede piimo na soucet nekonecné geometrické rady:

- B + i + i +
144 (140?20 (1+414)3

S

kde R je renta a ¢ je irokova mira. Bez znalosti fad by modern{ finan¢ni matematika nemohla
fungovat.
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3. Fyzika a sport: Draha skikajiciho micku

Pustime gumovy micek z vysky 1 metru. Po kazdém dopadu ztrati ¢ast své kinetické energie
a vyskodi jen do 80 % predchozi vysky. Kolikrat se odrazi, nez se tiplné zastavi? Teoreticky
nekonec¢nékrat. Jakou ale urazi celkovou drahu? Draha se skldda z letu dola a nahoru:

s:1+2-(0,8)+2'(0,82)—|—2‘(0,83)+-"

Ackoliv proces obsahuje nekone¢né mnoho kroki, celkova draha je konecné (fada konverguje).
Toto je klasické ukézka toho, ze nekoneéno nemusi nutné znamenat ,,nekonecné velky vysledek®.

4. Lékarstvi: Davkovani 1éku v téle

Pacient dostane 100 mg 1éku. Béhem 8 hodin télo odbourd 40 % a¢inné latky (zustane 60 %).
Za 8 hodin si pacient vezme dalsich 100 mg. Pokud bude pacient brat 1éky dlouhodobé, poroste
mnozstvi latky v téle do nekonecéna (a dojde k otravé), nebo se ustdli na néjaké bezpecné
hladiné? Mnozstvi latky v téle tésné po podani n-té davky tvori ¢astecny soucet rady:

100 + 100 - 0,6 + 100 - 0,6® + - - - + 100 - 0,6™ !

Diky tomu, zZe kvocient je mensi nez 1, hladina léku v téle se ustali.

5. Architektura a hlavolamy: Véz z knih

Predstavte si hromadu stejnych ucebnic. Chcete je vyskladat na sebe tak, aby horni kniha
kniha byla tplné celd mimo stal? A Slo by to posunout az na druhou stranu mistnosti?

Aby byla stavba stabilni a zaroven co nejdelsi, musi tézisté vSech knih nad danou knihou
leZet presné na jeji hrané. Postupnym skladanim ziskame nésledujici model:

| Kniha 1 |
| Kniha 2 I w
[ Kniha 3 —— 1/2
[ Kniha 4 — /4
| — 1/6

Stal 1/8

Vvev

2 4 6 2 2 3 7

Vyraz v zavorce je tzv. harmonicka fada. Jak si pozdéji ukdzeme, tato fada diverguje (jeji
soucet roste nade vSechny meze). Piekvapiva odpovéd tedy zni: s dostateénym poctem knih
postavite most klidné pies cely ocean!!

6. Zenonuv paradox: Achilles a zelva

Slavny anticky paradox popisuje zavod rychlého Achilla a pomalé Zelvy, kterd dostane naskok.
Zenon z Eleje tvrdil, ze Achilles Zelvu nikdy nedohoni. Jeho tivaha znéla takto: Nez Achilles
dobéhne na misto, odkud Zelva startovala, Zelva se posune o kousek dal. Nez Achilles prekona
tento novy kousek, zelva se opét o néco posune. Tento proces se opakuje donekonecna.

!Tady je jazykovy model Gemini hodné optimisticky. Jiz z naértku lze odhadnout, Ze by tento most byl
nepfrijatelné vysoky.
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Ag Zo
to T
tl X
t2 €T
t3 x
ostizeni!
Achilles
cas t Zelva

V ¢em Zenon chyboval? Zenoniv omyl spocival v tom, Ze ¢as potiebny k dohonéni
zelvy (coz je ve skutecnosti konecné dlouhy tisek) uméle rozdélil na nekoneéné mnoho stéle
se zkracujicich ¢asovych intervali. Z faktu, Ze téchto intervali je nekonecné mnoho, chybné
vyvodil, Ze jejich soucet musi byt nekonecny (tedy Ze Achilles Zelvu nedohoni v konecném
¢ase). Jak ale uvidime u geometrickych rad, soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel (v tomto
pripadé ¢asovych usekt) muze byt konecny!

7. Zaludny vypina¢ a klamy nekone¢na (Grandiho rfada)

Mate vypina¢. Zmacknuti znamend +1 (svétlo), dalsi zmacknuti —1 (tma). Zacnete s nulou a
mackate donekonecna:
1-14+1-14+1-1+...

Bude na konci rozsviceno, nebo zhasnuto? Pokud bychom pouzili neopatrné uzavorkovani, mohli
bychom tvrdit, Ze soucet je (1—1)+(1—1)+--- = 0. Jiné uzdvorkovani 1 —(1—-1)—(1—1)...
dava 1. Tento priklad slouzi jako dilezité varovani (kterému se budeme vénovat v kapitole
3): s nekone¢nem nelze proviadét bézné algebraické tpravy tak, jak jsme zvykli u
konec¢nych souct.

Ulohy k zamy$leni

1. Rozpoznani rady: Pozorné si prectéte priklady 1, 2, 3 a 4, uvédomte si, ze pojednavaji
o geometrickych radach a pro kazdy z priklada urcete, jaky je kvocient prislusné
geometrické rady.

2. Rady ve vaSem své&té (Tvofiva tiloha): Vymyslete redlnou situaci z oblasti vaseho
zdjmu (muze to byt jiny studijni obor, sport, konicek nebo specificky pedagogicky
problém), kterd se d4 modelovat pomoci matematické rady.

o Popiste situaci: Co presné predstavuji jednotlivé séitance ay?
e Dava ve vasem modelu smysl uvazovat o radé konec¢né, nebo nekonecné?

o Zkuste odhadnout (intuitivné nebo matematicky), zda vase fada konverguje (blizi
se k limitni hodnoté), diverguje (roste do nekonec¢na), nebo osciluje. Dava tento
matematicky vysledek smysl i v kontextu vasi realné situace?
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1.2 Zakladni pojmy: Posloupnost vs. Rada

Definice

Méjme posloupnost redlnych ¢isel (a,)5e ;. Symbol > 77, a, nazyvame radou, ¢isla ay
nazyvame Cleny fady. Posloupnosti ¢asteénych souctu (s,) této fady rozumime:

n
81 =a1, S2=a1+a, ... sn:al—i—ag%—w-—i—an:Zak
k=1

Existuje-li limita lim, o s, = s (vlastni nebo nevlastni), fikdme, Ze fada ma soucet
s a znacime Y o2 a, = s. V opacném pripadé rikame, ze fada osciluje.

Pokud je s konecné cislo, rikame, ze Fada konverguje. V opac¢ném piipadé rikame, ze
fada diverguje (zahrnuje fady, které osciluji i fady s nekoneénym souctem).

Didakticka poznamka

| r

Metafora hromady pisku:
Studentiim se pojmy pletou. Piedstavte si, ze stavite hromadu z pisku.

e Posloupnost a,, odpovida tomu, kolik pisku prisypu v n-tém kroku.
« Casteény soudet s, je, jak velkd je hromada po n krocich.

Konvergence znamena, ze i kdyz sypeme donekone¢na, hromada nepteroste urcitou
vysku. Nutnou podminkou pochopitelné je, ze velikost pridavanych lopatek pisku se
mus{ zmensovat k nule (lima,, = 0).

\_ J
Rada L1 - (_1)n+1
lmgtg gt =Xl

m4 tieti ¢len roven 1/3, dvandcty ¢len roven —1/12 a treti ¢asteény soucet ma roven

1-1/2+1/3 =5/6.

_/

1.3 Nutna podminka konvergence

Nasledujici véta udava podminku, bez jejihoz splnéni konvergence viibec nemiiZze nastat.

Nutna podminka konvergence

Jestlize fada > 72 ; a, konverguje, pak limy_, o ax = 0.

Dikaz:
Oznac¢me S konecny soucet konvergentni fady Y pe ar. Tedy lim, o0 s, = S. Zéroven plati
ziejmy vztah pro k-ty ¢len: ax = s — sg_1 (pro k > 1). Z limitniho pfechodu dostavame:

lim ap = lim (s — sp—1) = lim s — lim sp_1=5—-5=0
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
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O slovu "nutna"

Pro¢ vété fikdme nutnd podminka? Znamena to, ze je nezbytnd (nutnd) pro konvergenci.
Pokud limita ¢lend neni nula, fada nemé sanci konvergovat. Neni to vSak podminka
postacujici! Pokud limita ¢lenti k nule jde, viibec to neznamend, ze fada konverguje.
Pozdéji se seznamime s harmonickou fadou 3 %, ktera je dokonalym varovnym prikla-
dem: zjevné plati limy_, % = 0, a pfesto uvidime, ze fada diverguje.

\_ J

Priklady
1. Geometrické fada .22, 2¥ neni konvergetni a nespliiuje nutnou podminku konvergence.
2. Geometrickd fada y po 0.2% je konvergetni a spliiuje nutnou podminku konvergence.

3. Harmonicka fada > 72, 1/k neni konvergetni a splinuje nutnou podminku konvergence.
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Kapitola 2

Geometricka rada

2.1 Definice geometrické rady

V predchozich motivacnich piikladech jsme casto narazeli na situaci, kdy se s¢itance postupné
zmensSovaly vzdy o stejny nasobek. Tento typ fady je v matematice natolik fundamentalni, ze
se jim budeme zabyvat podrobnéji.

Definice geometrické rady

Necht’ a1 € R a g € R. Geometrickou radou nazyvame fadu tvaru
o0
n—1 __ 2 3
Zalq =a1+ai1q+a1q” +a1q” + ...
n=1

Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické fady. Pro n-ty ¢len této fady plati ani1 = ay - q.

2.2 Céasteény soudet geometrické fady

Zkoumejme nejprve konecny soucet prvnich n ¢lent geometrické rady, tedy n-ty ¢astecny
soucet s,. Mame rovnici:

sn=a1+a1q+a® +--+ar1q" 2+ arg"? (2.1)

Abychom tento soucet upravili do uzavieného tvaru, vyuzijeme elegantni algebraicky trik.
Vynéasobime celou rovnici kvocientem g:

¢ - sm=a1g+a@®+a®+ - +agd" t+a1g” (2.2)

Nyni ode¢teme rovnici (2.2) od rovnice (2.1). Vsimnéte si, ze vétsina ¢lentl na pravé strané
se vzajemné odecte a zbude pouze prvni ¢len z prvni rovnice a posledni ¢len z druhé rovnice:

Sn_Q'Sn:al_alqn
Vytkneme s, na levé strané a a; na pravé strané:
sn(l—¢q) =a1(1-4q")

Pokud ¢ # 1, muzeme rovnici vydélit vyrazem (1 — ¢q) a ziskdme vzorec pro ¢dstecny soucet.
Pokud g = 1, pak sc¢itame n-krat stejné cislo a1, takze s, =n - a;.

11
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Castecny soucet geometrické rady

Pro n-ty éastecny soucet geometrické rady s kvocientem q # 1 plati:
1—q"
Sn=a
n 1 1_ q
V pripadé ¢ = 1 plati
Sp = Na1

\
Trik s posunem a odectenim

Vv

obrati, které miizete stredoskoldktiim ukéazat. Neni to jen ,vzorecek z tabulek k nauceni
zpaméti“, ale logicky postup. Stejny princip se uc¢i uz na zakladni skole pfi prevodu
periodického ¢isla na zlomek (kdy napt. rovnici = 0,3 vynasobime 10 a odecteme

puvodni z). Znalost samotného triku je mnohem cennéjsi nez znalost vysledného vzorce.
\ J

2.3 Soucet geometrické rady

Abychom zjistili, zda m& nekonecénd geometrickd rada soucet, musime prozkoumat chovani
posloupnosti ¢astecnych souéti (s,) pro n rostouci nade vSechny meze. Matematicky to
znamend vypocitat limitu pro n — oco:
: : 1—q"
s= lim s, = lim (a;

n—oo n—oo

Protoze prvni ¢len a; a kvocient ¢ jsou pevné dana Cisla nezavisla na n, jedind ¢ast celého
vyrazu, kterd se s rostoucim indexem méni, je mocnina ¢". Pomoci vét o aritmetice limit
miuzeme zapis prehledné upravit na tvar:

1— lim ¢"
_ n—00 a1 IR n
ST 1—g¢q _l—q(l nll}HQqu)

Cely osud nasi nekonec¢né rady tedy zavisi na jediné limité: lim,, .o ¢".

Limita ¢"
Pro ¢ = 0 je zjevné limita 0. Pro ¢ = 1 je limita 1, ¢asteény soucet je s, = n - a; a fada
diverguje (za predpokladu a; # 0).
1. Pripad ¢ > 0,q # 1:
Vyuzijeme piepis mocniny pomoci exponencialni funkce a prirozeného logaritmu:

q" = elog(q") — enlogg
Protoze se jedna o limitu slozené funkce, zatneme vypoctem limity vnitini funkce, tedy
exponentu nlogq.

o Jelli 0 < g < 1, pak logg < 0 (logaritmus je zaporny). Limita exponentu je tedy
limy, oo nlog q = —o0. Odtud plyne, Ze lim,_,, e" logg — (),

e Jeli ¢ > 1, pak logq > 0 (logaritmus je kladny). Limita exponentu je lim,,_,o, nloggq =
00, a proto limy, s enlogd — oo,

2. Pripad ¢ < 0O:
Nyni uvazujme zaporna q.
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o Je-li —1 < ¢ < 0, pak pro absolutni hodnotu plati |g| € (0,1). Z pfedchoziho kroku vime,
ze limy, 0 |g|™ = 0. Nyni vyuZijeme znamé tvrzeni, Ze posloupnost ma nulovou limitu
praveé tehdy, kdyz ma nulovou limitu posloupnost jejich absolutnich hodnot:

lim a, =0 <= lim |a,|=0
n—oo n—o0
Protoze lim, o0 |¢"] = limy, o0 |¢|™ = 0, dostavame okamzité, Ze i lim,_,~ ¢" = 0.

o Je-li ¢ < —1, limita neexistuje. Posloupnost osciluje se stiidavymi znaménky (napiiklad
pro ¢ = —1 dostavame hodnoty 1,—1,1,—1,...).

Vypocty prehledné shrneme.

Shrnuti hodnot limity ¢

0 prog € (—1,1)
lim ¢" = pro ¢ =1
R=ES o0 prog>1

neexistuje proq < —1

Limita ¢" a Bernoulliova nerovnost

Limitu ¢"™ jsme pro kladny kvocient odvodili s pouzitim exponencialni a logaritmické funkce.
Tento postup je sice rychly, ale opira se o pokrocilejsi aparat, jako je napriklad limita slozené
funkce. Vzhledem k tomu, Ze s geometrickou posloupnosti a fadou se studenti setkavaji uz
na stfedni skole, ukazeme si nyni alternativni a metodicky cennéjsi dukaz. Ten se vyhyba
logaritmim a opird se pouze o elementarni algebru a vétu o limité seviené funkce (tzv. vétu
,0 dvou policajtech“). Klicem k tomuto elegantnimu FeSeni je Bernoulliova nerovnost, kterou
si nejdrive zformulujeme a dokazeme.

Bernoulliova nerovnost

Necht h > —1, n € N. Pak plati (1 4+ h)" > 1 + nh.

Dtkaz provedeme matematickou indukei.

Pro n = 1 dostaneme platnou nerovnost (1 +h)! > 1+1-h.

Predpokladejme, Ze nerovnost plati pro n a vynasobme ji nezdpornym vyrazem 1 + h.
Dostaneme

(14 h)™(1+h) > (1 +nh)(1+ h)

Pravou stranu nerovnice roznasobime, na levé strané pouzijeme vzorec pro soucin
mocnin se stejnym zakladem.

(14 )" > 14 nh + b+ nh?

Protoze nh? > 0, je prava strana 1 +nh + h +nh? > 1+ (n + 1)h a odtud dostaneme
nerovnost pron + 1

(1+Rr)" > 14 (n+1)h
\. J

Nyni vyjadrime kvocient geometrické rady q pomoci h: g=14+h. Prog>1jeh >0 a
odtud a z véty o aritmetice limit plyne lim,, (1 + nh) = oco.
Nyni pouzijeme

e Bernoulliovu nerovnost, ktera pro kladné h plati,
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o vétu o limité seviené funkce (protoze je limita ,dolniho policajta* 1+nh rovna nekoneénu,
nepotiebujeme horniho policajta).

Dostaneme
lim (1+h)" = o0
n—oo

Dostali jsme tedy, ze pro ¢ > 1 je lim,,— o ¢" = o0.

Uvazujme nyni ¢ € (0,1). Pak je 1/¢ > 1 a z vySe odvozeného plyne

1 n
lim (> =0
n—oo q

Vyjadiime ¢ = 1/(1/q) a pouzijeme vétu o aritmetice limit. Dostaneme

1 1
lim = lim =—=0
n—00 n—00 1/q” 00
a tedy pro q € (0,1)
lim ¢" =0
n—oo

Soucet nekonec¢né geometrické rady

Vyse jsme odvodili vzorec pro Casteény soucet geometrické fady, ktery obsahoval mocninu
kvocientu ¢" a odvodili jsme jeji limitu. Nyni muzeme tyto dva diléi poznatky spojit. Vime, ze
soucet nekonecné geometrické rady s je z definice roven limité posloupnosti jejich ¢astecnych
souctll pro n — oo:

—q"
s= lim s, = lim (a1 )
n—00 n—00 1— q

Z predchoziho rozboru limit vime, Ze pro kvocient v intervalu (—1,1), tedy pro |q| < 1,
plati lim,— o ¢" = 0. Pokud tuto limitu aplikujeme na nas vzorec pro castecény soucet a
vyuzijeme vétu o aritmetice limit, ziskame konec¢ny vysledek:

1-0 al

S = a1 =
1—q 1-—¢q

Naopak pro |¢| > 1 fada diverguje, pfitom pro ¢ > 1 mé nekone¢ny soucet a pro ¢ < —1
fada osciluje. V takovém pripadé limita ¢astecnych souc¢tt nevede ke koneénému realnému
¢islu. Tento klicovy vysledek nyni formélné shrneme.

Ve shrnuti predpokldddame, ze prvni ¢len rady a1 je nenulovy. Pro a; = 0 by totiz rada
sestavala ze samych nul a konvergovala by k souc¢tu 0 pro jakoukoliv hodnotu kvocientu gq.
Podminka |g| < 1 by pak pro konvergenci nebyla nutna.

Soucet nekonecné geometrické rady

Necht a; # 0. Pak nekone¢nd geometricka fada 3% ; a1¢" ! konverguje pravé tehdy,
kdyz plati |¢| < 1. Jeji soucet je v takovém pripadé roven:

a
S =

1—g¢q

Pro |¢| > 1 fada diverguje, pfitom pro ¢ > 1 ma nekonecny soucet a pro ¢ < —1 fada
osciluje.
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2.4 Resené a neresené ulohy

Vratime se k motiva¢nim prikladim z 1.1.

Nejdrive zformulujeme tlohy na procviceni Uplné zakladnich pojmiu jako ¢len rady a
¢astecny soucet fady. Reseni nechdme na ¢tenafi s tim, ze definice najde v kapitole 1.2.

Poté vybereme z prikladt 1.1 ty, které obsahuji geometrické rady. Ukazeme, ze tyto rady
konverguji a vypocteme jejich soucty.

Pro kazdou radu z tloh 1, 3, 4, 5, 7 z kapitoly 1.1 urcete paty clen fady a druhy c¢astecny
soucet rady.

Scitani nekonecnych geometrickych rad

Vypocteme soucty fad z piiklada 1 az 4 z ivodni kapitoly.

1.
9, 9
10 100 1000
Prvni ¢len je a; = 9/10, kvocient je 1/10. Protoze je |¢| = 0.1 < 1, geometricka
rada konverguje a plati
s _ 9/10 _1
1—-¢ 1-1/10
2.
R, _E R
1+7 (1442 (Q+49)3
Prvni ¢len je a; = R/(1+1), kvocient je ¢ = 1/(1+14). Predpokladdme, Ze urokova
mira ¢ nabyva kladnych hodnot. Pak ¢ € (0, 1), geometricka fada konverguje a
plati
s W _ R/(1+1)
C1-q 1-1/(1+4)
Po tpraveé dostaneme s = R/i.
3.

14+2-(0.8)+2-(0.8%)+2-(0.8%) +...
Rada je geometrickd az od druhého ¢lenu. Proto secteme nejdiive tuto ¢ast a
k vysledku pri¢teme prvni ¢len (jednicku). V geometrické radé

2-(0.8) +2-(0.8%) +2-(0.8%) +...

je prvni ¢len a; = 1.6, kvocient je ¢ = 0.8. Geometricka rada tedy konverguje a

plati
al 1.6

T 1-¢ 1-08

I s prvnim ¢lenem ma tedy rada soucet roven deviti.

s 8
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Scitani nekonec¢nych geometrickych rad — pokracovani

100 + 100 - 0.6 + 100 - 0.6 + - - - +

Prvni ¢len je a; = 100, kvocient je ¢ = 0.6. Geometricka rada tedy konverguje a

plati
ay 100

1-¢ 1-06

S = :250




Kapitola 3

Problémy s nekonecnem

3.1 Varovné priklady

Uvedeme tfi priklady, které nas pouci, Ze s nekoneénymi soucty musime zachazet opatrné.

Geometricka rada

Uvazujme geometrickou radu

s—1+§+%+§+§+
B 7 49 T 7
8

Vynésobme ji ¢islem =

AT RGN A

Vidime, ze plati s =1+ 875, odkud dostaneme s = —7. Dostali jsme, ze soucet kladnych

¢isel je roven ¢islu zapornému a to je divné.
\_ Y,

Ukézeme, ze vynasobeni fady c¢islem je korektni operace. I odvozena rovnost s =1 + 873

plati. Chybné je az feSeni rovnice. Protoze je s = 0o, neni definovany rozdil s — 8—75.

Véta o nasobeni rady clen po ¢lenu

Necht >°72, ar je fada, s € R* je jeji soucet, a € R je ¢islo a necht je definovano as (tj.
bud je s € R, nebo je a # 0).
Pak ma fada >_j—; ca, soucet as.

Drikaz.
Pro soucty konecné mnoha ¢isel plyne tvrzeni z distributivniho zakona

n n
aZak:a(aquang'--an):aa1+aa2+--~aan:Zaak
k=1 k=1

Odtud pro soucet fady Y 7o aay plyne
o0 n n
Z aay = nanéO Z aay = Tllgréoa Z ag
k=1 k=1 k=1
7 véty o aritmetice limit plyne
n n
A o =alin ), a

17
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a odtud

oo o0
Z aap = o Z ak
k=1 k=1

Dalsi varovny priklad (harmonicka rada)

Uvazujme Tadu

I T N (3.1)
R R N e '

a vydélme ji ¢len po ¢lenu dvéma
G I VL S S I (3.2)
2 2 4 6 8 10 12 14 16 ‘

Vidime, ze stejnou fadu dostaneme z ptivodni vynechdnim ¢lenti na lichych pozicich.
Odtud plyne (odec¢teme (3.2) od (3.1))

G I U T S NI (3.3)
R AN TR T '

A odtud dostaneme odectenim fady (3.2) od rady (3.3)

5 (-9 oo (D GD

Dostéavame dalsi zvlastni vysledek — soucet kladnych ¢isel (pokud pri¢itame vysledky
zavorek, které jsou kladné) je roven nule.

0=

Zde prvni operace je opét ndsobeni fady ¢len po ¢lenu éislem 1/2; a je tedy korektni.
Druhéa operace odpovida vlozeni nul

s 1 1 1 1 1
—=0+-40+-4+04+—-+0+-4+0+ —+---.
5 =045 H0++0+ 40+ +0+ 5+
a odecteni od fady (3.1) ¢len po ¢lenu.
Vlozeni nul prevede posloupnost ¢astecnych souctu

51,582,583,

na posloupnost

0351551782782753 e

ktera mé stejnou limitu a tedy ani tato operace nezméni soucet rady.

Dalsi operace odcita dvé rady. Nize ukazeme, ze tato operace je korektni v pripadé, ze je
rozdil fad definovany. Pokud je s € R, tedy fada je konvergentni, je rozdil s — s/2 definovany.
Ve vyse uvedeném pripadé je s = oo, jak pozdéji dokdzeme a rozdil s — s/2 v tomto pripadé
definovany neni.

V nasledujici vété zformulujeme a dokazeme tvrzeni o sc¢itani fady ¢len po ¢lenu. Rozdil
rozdil s — s/2 pak muzeme napsat jako soucet s + (—1/2)s a tim ukédzat platnost véty i pro
rozdil.
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Véta o scitani rady clen po ¢lenu

Necht Y72 ak, > ey br jsou fady se soucty A, B € R* tj.

Z ap = A, Z bk =B
k=1 k=1

Necht je definovan soucet A + B (tj alespoti jeden ze souctu A, B je konecny, nebo je
A = B; nenastane tedy pripad A = oo, B = —00, ani A = —00, B = o0). Pak m4 rada
> e (ak + by) soucet a plati

&)
Zak+bk =A+B
k=1

Dukaz.
Pro soucty koneéné mnoha ¢isel pouzijeme komutativni a asociativni zdkona

En:(ak+bk) = (a1 +b1)+ (a2 +b2) + -+ (a, + by) =
k=1

=(a1+ag+-an)+(br+bat-by)=> ap+ Y b

Odtud pro soucet fady > 7o (ar + bx) plyne

n

Z ar +bg) = hm Z(ak-i-bk = hm (Zak—i—Zbk)

k:—l

7 véty o aritmetice limit plyne
n n n n
(S0 S = S S

a odtud

o0
Zak+bk Zak—i-Zbk
k=1

Priklad na prerovnani clenu rady

Uvazujme fadu

Jeji ¢leny vydélime dvéma a prolozime je nulami

1 1 1 1 1 1
5 0+5+0-3+0+c+0— o0+ +0— o+
Obé tady clen po ¢lenu secteme
5 +2 14042 + Y R
T -2 s
2 3 5 7 4

Dostali jsme stejnou Tfadu jako na zacatku, jen se zprehazenymi ¢leny a pridanymi

nulami. Proto plati s = 32—3 Je to pravda?

\_ J
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Zde jsou vsechny operace s fadami korektni. S¢itdme tady, které maji soucet s, s/2, proto
je souicet s + s/2 definovan. Problém je tady v samotné fadé. Soucet kladnych ¢lenu fady
je plus nekonecno a soucet zapornych ¢lenii fady je minus nekonec¢no. V takovém piipadé
muzeme pouhym prerovnanim ¢lenu fady zménit jeji soucet na libovolné ¢islo. Neplati tedy
v tomto pripadé pro nekonecné soucty komutativni a asociativni zakon.

3.2 Véta o aritmetice rad

V nésledujici vété shrneme poznatky z predchozich kapitol.

Véta o aritmetice rad

Necht ap, by € R pro k € N, ¢,d € R. Necht fady > 72, ar, Y neq br maji soucty
A, B e R*

Zak = A
k=1
b, = B
k=1

Pak za predpokladu, Ze je prava strana rovnosti definovand, plati

o0

Z(ak + bk) = A+ B (3.4)
k=1
i(ak — bk) = A-B (3.5)
k=1
> (car) = cA (3.6)
k=1
> (cag +dby) = cA+dB (3.7)
k=1

Dukaz (3.4), (3.6) jsme udélali vyse (véta o s¢itani fady ¢len po ¢lenu a véta o nasobeni
fady ¢len po ¢lenu). Z téchto dvou vztahu pak plyne i (3.7).
Volbou ¢ =1, d = —1 v (3.7) pak dostaneme (3.5).

3.3 Kochova snéhova vlocka: Konecna plocha, nekonec¢ny ob-
vod

V predchozich c¢astech jsme si ukazali paradoxy spojené s prerovnavanim alternujicich rad.
Dalsi fascinujici ,,problém s nekoneénem* pochézi z geometrie a ukazuje nam, jak zradna
miize byt nase intuice ohledné délky a obsahu. Predstavme si fraktal znamy jako Kochova
snéhova vlocka.

Tento obrazec sestrojime néasledovné: Za¢neme s rovnostrannym trojihelnikem (Krok 0).
V kazdém dalsim kroku vezmeme kazdou rovnou tsecku, rozdélime ji na tietiny, prostredni
tretinu odstranime a nahradime ji dvéma novymi tseckami, které tvori spicku mensiho
rovnostranného trojuihelniku smérujiciho ven.

Kdyz tento proces budeme opakovat do nekonec¢na, vznikne nesmirné c¢lenity a ,,chlupaty“
obrazec. Zkusme se nyni pomoci nasich znalosti nekone¢nych rad podivat na to, jaky bude
mit tento objekt obvod a jaky obsah.
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Krok 0 Krok 1

Krok 2 Krok 3

Obrazek 3.1: Prvni ¢tyfi faze konstrukce Kochovy snéhové vlocky. Ostré ,vystupky“ pribyvaji
do nekonecna.

Obvod Kochovy snéhové vlocky

Kochova snéhova vlocka mé nekonecny obvod.

Dikaz (niznak):
Oznac¢me Og obvod ptivodniho trojihelniku. V kazdém kroku nahrazujeme kazdou tsecku o
délce L lomenou ¢arou, kterd se sklddd ze Ctyt usecek o délce L/3. Jeji nova délka je tedy
%L. To plati pro vSechny tsecky na obvodu, takze cely obvod se v kazdém kroku zvétsi o
¢initel 4/3. Pro n-ty krok plati obvod: O,, = Oy - (%)n Protoze je to geometricka posloupnost
s kvocientem ¢ = 4/3 > 1, plati lim,,_,~ O,, = 0.

Obsah Kochovy snéhové vloc¢ky

Kochova snéhova vlocka ma konec¢ny obsah, ktery je roven presné % obsahu ptvodniho
trojuhelniku.

Dikaz (naznak):
Oznac¢me Sy obsah ptivodniho trojihelniku. V kazdém kroku priddavame na kazdou tsecku maly
trojuhelnicek. Délka strany tohoto nového trojuhelnicku je vzdy 1/3 délky strany trojuhelnicku
z predchoziho kroku, jeho obsah je tedy (1/3)% = 1/9 obsahu piedchoziho. V 1. kroku piiddme
3 trojuhelnicky, kazdy o obsahu %So. Ve 2. kroku priddme malé trojihelnicky na vsech 3-4 = 12
novych stran, takze jich bude 3 - 4. Obecné v n-tém kroku pfidavame 3 - 4"~ trojihelnicki,
z nich# kazdy ma obsah Sy - (g)” Celkovy obsah S je tedy dén nekoneénou fadou:

> _ 1 3 = /4\"

Méme zde soucet geometrické fady s kvocientem g = 4/9. Jeji soucet je 1239 = % =

O
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Kdyz tento soucet dosadime zpét, dostaneme:

3 4 3 8
5—50—1—150'5—304-550—550

Obsah vlocky je tedy konecny.

Pedagogicky paradox pro studenty

Tento objekt je pro studenty naprostym Sokem. Ukazuje, ze existuje 2D tutvar, ktery
**m4 konecnou plochu** (ptelozeno do reality: k jeho vybarveni by nam stacilo kone¢né
mnozstvi barvy), ale **mda nekonecny obvod** (kdybychom chtéli obtdhnout jeho
hranici tuzkou, nikdy to nedokonc¢ime, ani kdybychom méli nekoneéné dlouhy zivot).
Kochova krivka je skvély zptisob, jak studentiim dokazat, ze v matematice nekonecna
nesmi spoléhat pouze na svuj ,selsky rozum* odvozeny z konecnych kazdodennich
zkusenosti. To, co je ,uzavieno na malém papite“, mize v sobé skryvat nekonecno.

\_ J

Vystiihnéte v papiru velikosti A4 otvor tak, abyste se dokézali timto otvorem protdhnout.




Kapitola 4
Rady s nezdpornymi ¢leny

Tato kapitola je vénovana radam, jejichz vSechny ¢leny jsou nezdporna ¢isla. Tato vlastnost nam
umozni odvodit fadu silnych nastroji pro urc¢ovani konvergence. Nez k nim ale pristoupime,

vvvvv

4.1 Harmonicka rada

Harmonicka rada

Harmonicka rada je rada tvaru:

i1—1+1+1+1+
k203 40T

Ackoliv se ¢leny této fady neustale zmensuji a blizi se k nule, uvidime, ze celkovy soucet
roste nade vsechny meze.

Divergence harmonické rady

Harmonickd fada diverguje (jeji soucet je +00).

Dukaz:
Uvazujme ¢astecéné soucty harmonické fady. Vybereme z nich ty, jejichz index je mocninou
dvojky (s1, s2, S4, S8, - - . ), a ¢leny vhodné uzévorkujeme:

s1=1
1
82:14-5
84=1+1+<1+1>>1+1+(1+1>:1+2
2 3 4 2 4 4 2
s=l45+(3+5)+(5+5+7+5)
2 3 4 5 6 7 8
>1+3+3+(g+5+5+5) =1+ 3
2 4 8 8 8 8 2

Obecné pro n-tou mocninu dvojky plati son > 1+ 5. Protoze vyraz 1 + 5 roste nade vsechny
meze pro n — 0o, musi nutné k nekone¢nu rast i vybrand posloupnost ¢astec¢nych soucta
son. Celd posloupnost ¢asteénych souctu je rostouci a neni shora omezenda, mé tedy nevlastni
limitu +oo0.

23
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4.2 Existence souctu

U rad s nezapornymi ¢leny se nam nemuze stat, ze by posloupnost ¢astecnych souctt oscilovala.

Véta o existenci soucétu

Necht Y72, ax je fada s nezdpornymi Cleny (ax > 0 pro vSechna k). Pak tato fada ma
vzdy soucet. Tento soucet je bud konecné nezaporné ¢islo (fada konverguje), nebo +o0o
(fada diverguje).

Dikaz:
Pro n-ty a (n+1)-ni ¢dstecny soucet plati s,,11 = S5+ ap+1. Protoze an+1 > 0, plati sp,41 > $p-
Posloupnost ¢asteénych souctu (s,,) je tedy neklesajici. Z vlastnosti posloupnosti vime, ze kazda
neklesajici posloupnost ma limitu. Je-li shora omezend, ma vlastni limitu; neni-li omezen4,
mé nevlastni limitu +oo.

Dukaz je ilustrovam na obrazku 4.1.

M

+aq

a
+as tas

e R TS

x
|

0 S1 52 53 S horni

ZAvora

Obrazek 4.1: Posloupnost ¢dsteénych souétu fady s nezdpornymi ¢leny (a, > 0). Vzhledem
k tomu, ze pricitame pouze nezaporné hodnoty, posloupnost ¢astecnych souct s, je neklesajici
(skoky sméruji vzdy doprava). Pokud pro tuto posloupnost existuje néjaka horni zdvora M,
hodnoty se nemohou zvétsovat do nekonecna a musi se nutné blizit k vlastni limité S (kde
S < M). Rada tedy konverguje.

4.3 Konvergence rady prevracenych hodnot kvadrati

Podivejme se na fadu ) po; k% Cleny klesaji k nule rychleji nez u harmonické fady, coz ndm
dava nadéji na konvergenci. Abychom to dokézali, pomtzeme si nejprve jinou radou.

Uvazujme fadu Y 7o, m Pomoci parcialnich zlomkt mtzeme kazdy c¢len zapsat jako
rozdil: m = % — k%&—l Nyni se podivejme na n-ty ¢asteény soucet:
(1 1>+<1 1)+ +<1 1 ) 1 1
S —_— —_ [ — “ .. —_—— pu— —_
" 2 2 3 n n+1 n+1
Tato tzv. ,teleskopicka“ rada se ndm krasné odecetla. Limita pro n — oo je lim (1 — n%rl) =1.

Rada tedy konverguje a jeji soucet je 1.
Vratme se k nasi zkoumané fadé. Pro kazdé k > 2 plati k2 > k(k — 1) > 0, a tedy pro

prevracené hodnoty:
1 1

— <
k2 " k(k—1)
Prislusny ¢ésteény soucet zkoumané fady muzeme odhadnout (prvni ¢len oddélime):
1 1 “ 1
Yom =14y S <14y (4.1)
2 2 _
k =k = k(k—1)

k=1
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Posunutim indexu [ = k — 1 dostaneme

i: | e |
h 2k(k—1) P (I+1)
Vyse jsme odvodili
n—1
1 1
=1--<1
I+ 1) n <

T
I

Dosazenim do (4.1) dostaneme
1

n
<2

Posloupnost ¢asteénych soucta rady > 1%2 je rostouci (¢leny jsou kladné) a shora omezenda
¢islem 2. Podle véty o limitadch a nerovnostech tato posloupnost mé konec¢nou limitu, a proto
v L e . . R . 72
rada konverguje a jeji soucet je nejvyse roven dvéma (jeji pfesny soucet je mimochodem %,
coz odvodil L. Euler).

4.4 Srovnavaci kritérium

Myslenku, kterou jsme pravé pouzili, zobecnime do mocnych nastroji.

Srovnavaci kritérium

Necht > ax a > by jsou fady s nezdpornymi cleny a necht existuje index kg takovy, ze
pro vSechna k > kg plati ap < by.

1. Konverguje-li fada Y_ by (tzv. majoranta), konverguje i fada Y ay.

2. Diverguje-li fada Y~ ax (tzv. minoranta), diverguje i fada > by.

Dikaz se provede analogicky jako u rady k% — ukéze se ohranic¢enost Castecnych souctu
(pro konvergenci) nebo jejich neohrani¢enost (pro divergenci).

4.5 Rada X 1/k?

S vyuzitim nasich znalosti o harmonické radé a radé kvadratt mtizeme nyni posoudit konver-
genci velice uziteéné tridy rad s parametrem p.

Konvergence rady ) 72, %p

Rada tvaru Y by kip, kde p € R je parametr, konverguje pro p > 1 a diverguje pro
p<1

Hlavni myslenky dakazu:
Rozdélime si vysetfovani fady podle hodnoty parametru p:

e Pro p < 0: V tomto pifpadé je —p > 0. Cleny fady miizeme zapsat jako kip = k7P,
Pokud p = 0, jsou vSechny ¢leny fady rovny 1, a tedy jejich limita je 1. Pokud p < 0,
jedna se o mocninu s kladnym exponentem a limg_,, kP = co. V obou piipadech plati,
ze limita ¢lent fady neni nula. Neni tedy splnéna nutnd podminka konvergence a rada

diverguje.
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e Pro 0 < p < 1: Zde vyuzijeme srovnavaci kritérium a nasi znalost harmonické rady.

Pripad p =1 je pfimo harmonicka rada, o které vime, ze diverguje. Pro 0 < p < 1 plati
pro vSechna pfirozend k nerovnost kP < k' = k. Piechodem k pievricenym hodnotam
se znak nerovnosti obrati: kip > % Cleny nasi zkoumané fady jsou tedy vétsi nez ¢leny
divergentni harmonické rady (nase fada je majorantou divergentni fady), a proto podle
srovnavaciho kritéria také diverguje.

Pro p > 2: Opét pouzijeme srovndvaci kritérium, tentokrat ale s fadou prevracenych
hodnot kvadrati. Pro vSechna pfirozend k plati kP > k2. Pro pievracené hodnoty tedy
plati k%, < k% O radé Y 1%2 jsme v predchozi kapitole dokazali, ze konverguje. Protoze
jsou ¢leny nasi zkoumané fady mensi nebo rovny ¢lentim konvergentni fady (je jeji
minorantou), zkoumana fada podle srovnévaciho kritéria také konverguje.

Pro 1 < p < 2: V tomto intervalu (napiiklad pro p = 1,5) plati k < kP < k?, a
po prechodu k prevracenym hodnotdm dostavame k% < k%, < % Nase rada je svymi
Cleny ,seviena“ mezi konvergentni radou ) ’?12 zdola a divergentni harmonickou fadou
Z% shora. Srovnavaci kritérium ndm zde viibec nepomiize, protoze byt ,vétsi nez
konvergentni* nebo ,mensi nez divergentni“ rada neposkytuje o konvergenci zadnou
informaci. Abychom zjistili, jak se fada chova pro p € (1,2), musime sdhnout po jiném
nastroji. Konvergenci pro tato p lze elegantné dokazat pomoci tzv. integralniho kritéria,

které¢ dava do souvislosti konvergenci fady s konvergenci nevlastniho integralu [ xipd:z:.

Konverguje
ale srovnéani s har-
Diverguje monickou radou
neni splnéna nutna a Y 1/k? nevede
pOdIanlka kOIlVergeIlce k 1'(')le(')(111]1ti
N AN
e ~
& Py é
hd hd hd
0 ~ 1 9 ~
Diverguje Konverguje
je majorantou je minorantou
harmonické rady konvergentni
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Obrazek 4.2: Prehled chovani fady ) kip v zavislosti na parametru p a pouzité srovnavaci
argumenty.

4.6 Limitni srovnavaci kritérium

Protoze odhadovani nerovnosti muize byt pocetné tézkopadné, vyuziva se v praxi Casto

Vv,

Limitni srovnavaci kritérium

Necht > ar a > bg jsou rady, pritom fada ) br ma nezaporné ¢leny. Necht existuje
vlastni limita:

Pokud L € R\ {0}, pak obé fady bud soucasné konverguji, nebo soucasné diverguji.

L= lim 2
k—oo by
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K dukazu limitniho srovnévaciho kritéria pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma o nezavislosti konvergence na koneéném poctu clent

Necht Y72 aj, je ¢iselnd fada a ng € N je libovolny index. Pak fada Y 72 ; ax konverguje
pravé tehdy, kdyz konverguje fada 32, ak.

(Jingmi slovy: Vynechdnim, priddnim nebo zménou konecného poctu cleni tady se jeji
konvergence ¢i divergence nezméni. Pokud rada konverguje, zmeéni se timto zasahem
pouze hodnota jejiho souctu.)

Dikaz:
Oznac¢me s, = Y ;_; ar n-ty ¢astecny soucet puvodni fady. Pro n > ng mizeme tento ¢astecny
soucet rozdélit na dvé c¢asti:

no—1 n
Sp = Z ap + Z ag
k=1 k=no

Prvni suma na pravé strané predstavuje soucet prvnich ng — 1 ¢lenti. Tento soucet nezdvisi
na n, jedné se o pevné dané reilné ¢islo (oznac¢me jej C). Druhd suma na pravé strané je
castecny soucet rady zacinajici az od indexu ng. Oznac¢me jej §,. Dostavame tak jednoduchy
vztah mezi ¢aste¢nymi soucty:
sn=C+3§,

Z pravidel pro po¢itani s limitami posloupnosti (véta o aritmetice limit) pfimo plyne, zZe
posloupnost (s,,) ma vlastni limitu prave tehdy, kdyz mé vlastni limitu posloupnost (3,,). Tedy
ptivodn{ fada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje zkrdcend fada > 72, ak.

Poznamka:
Lemma ndm umozni pri zkoumani konvergence rady neuvazovat jeji prvni index. Proto
v pripadech, kdy nés nezajimé soucet rady, ale jen to, zda konverguje, budeme ¢asto misto
> heno Gk DSAt strucnéji > ay,
Dikaz limitniho srovnavaciho kritéria:
Pro kladnou hodnotu limity L = limy_, 3 € (0, 00) zvolime € = L/2 a takovy index no,
od kterého mé posloupnost ‘;—: ¢leny z intervalu (L/2,3L/2) (existence takového ng plyne
z definice limity posloupnosti).
Vyse uvedené formélné zapiseme
L Qg 3L
—<—=—<— prok>n
2 S, o POF=TO

a dale po tpravé (nerovnice vynasobime kladnym by > 0):

L 3L
Ebk <ap < ?bk pro k > ng

Odtud plyne, ze i fada ) ar ma pocinaje clenem a,, nezaporné cleny. Dale z odhadu %bk < ayg,
plyne ze srovnavaciho kritéria pro divergentni radu > b, divergence fady >_ ar. Z odhadu
a < %bk plyne ze srovnavactho kritéria pro konvergentni fadu ) by konvergence fady ) ay.

Pro L < 0 uvazujme fadu s ¢leny ¢ = —ag. Pak je L = limyg_, Z—: =—L > 0. Z véty
o aritmetice Tad pak plyne, ze fada ) a; konverguje pravé kdyz konverguje rada Y ¢, pro
kterou jsme konvergenci/divergenci dokazali vyse.

Otazka testujici porozuméni dukazu

Pokud ve vété o limitnim srovnavacim kritériu pripustime nulovou limitu, tedy pred-

pokladame limy_, ‘g—: € R, pak odtud plyne misto ekvivalence jen jedna z implikaci.
Projdéte dikaz a urcete, kterou z téchto implikaci umime dokéazat.
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Priklad na zavér:

Chceme zjistit, zda fada Y poq ¥ 1232+1 konverguje.

Resend: Upravime k-ty ¢len fady:

CVERFT VRO U/RS)  KAIT IR T4 1R
Ak = k2 - k2 - 2 - L1/2

Pouzijeme srovnani s fadou se ¢leny by, = k;l%’ o které vime (z pravidel pro 1/kP), ze diverguje,

nebot p = 1/2 < 1. Protoze je Z—: =,/1+ 1%3’ plyne z véty o aritmetice limit a véty o limité

slozené funkce:

1
lim 2% = lim (/14— =1

k—oo by k—oo k3

Protoze ma rada ) by kladné ¢leny a diverguje a limita je v intervalu (0, c0), tak z limitniho

(o s . . Nz s .
srovnavaciho kritéria plyne, ze zkoumana rada > 7>, ]22‘*'1 také diverguje.




Kapitola 5

Absolutni konvergence rad

V predchozi kapitole jsme se zabyvali fadami s nezdpornymi ¢leny. V praxi se vsak casto
setkavame s fadami, jejichz ¢leny stiridaji znaménka, nebo nabyvaji kladnych i zapornych
hodnot zcela nepravidelné. Prikladem muze byt varovna fada z kapitoly 3, u které jsme
vidéli, Ze neopatrnd manipulace (prerovnavani) muze vést ke zméné souctu. V této kapitole si
zavedeme pojem absolutni konvergence, ktery nam zaruci, ze se fada bude chovat ,slusné“ a
budeme s ni moci pracovat podobné jako s konec¢nymi soucty.

5.1 Definice absolutné konvergentni rady

Zakladni myslenka absolutni konvergence spoc¢iva v tom, Ze se podivame na radu, kde vSechny
¢leny nahradime jejich absolutnimi hodnotami.

Definice absolutni a neabsolutni konvergence

Rikéme, ze fada Y 32, a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada jejich
absolutnich hodnot Y72 |ag].

Pokud fada )32 a konverguje, ale fada Y p-; |ax| diverguje, rikdme, ze fada > 7>, ax
konverguje neabsolutné (nebo také relativné ¢i podminéné).

5.2 Véta o konvergenci absolutné konvergentni rady

Okamzité se nabizi otdzka: Zarucuje absolutni konvergence i konvergenci ptvodni rady?
Odpovéd je nastésti kladné.

Zakladni tvrzeni

Kazd4 absolutné konvergentni fada je konvergentni. (Tedy z konvergence > ;2 |a|
plyne konvergence Y 7o ax.)

Dukaz:
Necht rada Y 72, |ax| konverguje. Pro kazdy ¢len aj zjevné plati nerovnost:

—la| < ap < |ag|
Pric¢tenim |ay| ke vSem strandm nerovnosti dostaneme:
0 < ap + |ag| < 2|ay]

Protoze fada Y 5o |ag| konverguje, konverguje podle véty o nasobeni fady konstantou i fada
Y re; 2]ag|. Nyni muzeme pouzit srovnavaci kritérium pro fady s nezdpornymi ¢leny: protoze
0 < ag + |ak| < 2|ax|, fada "= (ar + |ak|) také konverguje.

29
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Puvodni ¢len a; muzeme zapsat jako rozdil:
ar = (ar + |ag|) — |ax]

Jelikoz vime, ze Tady Y pe;(ax + |ag|) a Y pe; |ak| konverguji, z véty o aritmetice fad plyne,
ze konverguje i jejich rozdil, coz je presné nase hledana rada > 72 ; ai.

5.3 Piiklady

Ukazme si nyni piiklady obou typt konvergence.
Priklad absolutné konvergentni rady:
Uvazujme fadu > 72 (_27?1@ Pokud prejdeme k absolutnim hodnotam, dostaneme > 7, Qik,
coz je geometrickd fada s kvocientem ¢ = 1/2. Protoze |q| < 1, tato fada konverguje, a proto

puvodni stiidava rada konverguje absolutné.

Priklad neabsolutné konvergentni fady (Alternujici harmonicka rada):
Uvazujme fadu > 72, (_lllkﬂ =l—-3+3—3+...
Rada absolutnich hodnot je harmonicka fada 352, %, o které vime, ze diverguje. Pivodni
rada tedy nemuze konvergovat absolutné. Jak ale dokdzeme, ze konverguje? Ukazeme to primo
analyzou jejich ¢asteCnych souctl s,,.

Dikaz konvergence alternujici harmonické rady:
Podivejme se nejprve na castecné soucty se sudym poctem clent, tedy so,. Mizeme je
uzévorkovat takto:

~(1-9)+G3) e
2n = 2 34 om—1 2n

Protoze vyraz v kazdé zavorce je kladny, posloupnost sudych ¢asteénych soucti (so2) je
rostouci.
Zaroven muzeme So, uzavorkovat jinak:

, (1 1) (1 1) 1
2n = 27 3 175) o

Vyrazy v téchto zavorkach jsou také kladné, coz znamend, ze od jednicky néco odeéitame.
Proto pro vSechna n plati s9, < 1. Posloupnost (s2,) je tedy rostouci a shora omezend, z ¢ehoz
plyne, Zze musi mit vlastni limitu. Oznacme ji S.
, ;. c 1 ws v « , 1
Nyni se podivame na liché ¢astecné soucty son41. Plati vztah soni41 = sopn + TR Pokud

prejdeme k limité pro n — oo, dostaneme limy, o0 Sop+1 = limy o0 (szn + ﬁ) =540=25.
Jelikoz sudé i liché ¢astecné soucty konverguji ke stejné limité S, konverguje celd posloupnost
Castecnych souctt k ¢fslu S. Rada je tedy konvergentn.
Céstecné soucty alternujici harmonické fady jsou graficky znazornény na obrazku 5.1.

5.4 Leibnizovo kritérium

Dukaz konvergence alternujici harmonické rady lze zobecnit pro jakoukoliv stiidavou radu
s klesajicimi ¢leny, coz shrnuje nasledujici kritérium.

Necht (bg) je posloupnost nezapornych cisel takova, Ze:
1. bgr1 < by pro vSechna k € N (posloupnost je nerostouci).
2. limg_ oo b, = 0.

Pak alternujici fada Y32, (—1)**+1b;, konverguje.
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+1

S

Obrazek 5.1: Skakani ¢astecnych souctt alternujici harmonické fady na ¢iselné ose. Modré
skoky (pfi¢itani lichych ¢lenti) smétuji doprava, ¢ervené (odéitani sudych) doleva. Vzdélenost
mezi dvéma po sobé jdoucimi soucty se zmensuje k nule, ¢imz limitu S netprosné ,klestovité“
sviraji.

Dikaz Leibnizova kritéria je zcela analogicky vyse wvedenému dikazu pro alternujici
harmonickou Tadu. Zkoumaji se oddélené sudé a liché ¢astecné soucty a vyuzije se toho, ze
(br) je nerostouci posloupnost a m4 limitu nula.

5.5 Podilové kritérium pro absolutni konvergenci

Pro zjistovani absolutni konvergence muzeme casto vyuzit podilové (d’Alembertovo) kritérium,
které je zaloZené na srovnani s geometrickou fadou.

Podilové kritérium

Necht 72, ai je fada s nenulovymi ¢leny.

a

1. Existuje-li ¢islo ¢ € (0,1) a index kg takové, Ze pro vSechna k > kg plati

A1
k

<q,
pak fada konverguje absolutné.

2. Plati-li pro vSechna k > kg nerovnost a(’;—zl

> 1, pak rada diverguje.

Duikaz:
Pro prvni ¢ast predpokladejme, ze

a’;—:l < g <1 pro k > kg. Indukci snadno ukazeme, ze
|ako+n| < |ak,|q". Protoze geometricka rada ) ¢" pro g < 1 konverguje, konverguje podle
srovnavaciho kritéria i fada Y ;2 ; |ag,+n|- Pridani koneéného poctu ¢lent na zacatek rady
konvergenci neovlivni, fada tedy konverguje absolutné.

Druhd ¢ast: z

Ak+1
ag

> 1 plyne |ag4+1 > |ak|, tedy posloupnost absolutnich hodnot (|ag|)
neklesa. Neni tedy splnéna nutnd podminka konvergence (limay = 0), a fada tudiz diverguje.
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Dokazte, ze z platnosti

Qk+1
ag

<q prok>ko

plyne pron € N
|ak0+n’§|aqun

Néavod: pouzijte matematickou indukeci.

5.6 Limitni podilové kritérium pro absolutni konvergenci

Pouziti podilového kritéria predpoklada nalezeni hodnoty ¢, ktera je hornim odhadem podilu
lak+1/ag|.- V praxi mizeme ¢ urcit vypoctem limity tohoto podilu, jak ukazuje nasledujici
limitni verze podilového kritéria.

Limitni podilové kritérium

Ak41
ag

Necht > 72 ; ay je fada s nenulovymi ¢leny a existuje limita L = limg_, o

1. Je-li L < 1, rada konverguje absolutné.
2. Je-li L > 1, rada diverguje.

3. Je-li L =1, kritérium nedava odpovéd (fada muze konvergovat i divergovat).

Dukaz:

1. Necht L < 1. Zvolme ¢islo ¢ takové, ze L < q < 1. Z definice limity vyplyva, Ze existuje
Ak+1
k

index kg, od kterého plati

< ¢q. Podle predchozi véty (nelimitniho podilového kritéria)
tedy rada konverguje absolutné.

2. Necht L > 1. Podobné z definice limity existuje kg, od kterého je
nekonverguje k nule a rfada diverguje.

> 1. Posloupnost

Ak41
Ak

Nyni si ukdzeme, jak limitni podilové kritérium pouzit v praxi. Nez ale pristoupime
k vypoc¢tum, ukazme si malou pomucku, jak si zapamatovat pravidla tohoto kritéria.

Pomiicka pro zapamatovani (Pro¢ zrovna jednicka?)

Piipomenime si geometrickou fadu 3 %2, ¢*. Pokud spocitame podil jejich dvou soused-
nich ¢lent, dostaneme:

Ag+1 qu _
ak q
Tento podil je konstantni. Vime také, zZe geometricka rada konverguje pravé tehdy, kdyz

g < 1.

Limitni podilové kritérium vlastné zkoumad, zda se zadana rada pro velka k£ chova
zhruba jako geometrickd fada. Vypoctend limita L hraje roli ,limitniho kvocientu*.
Proto je logické, ze hranici, kde se konvergence méni na divergenci, je pravé cislo 1.
Pokud L < 1, chova se rada jako konvergentni geometricka fada. Pokud L > 1, chova
se jako divergentni.

Piiklad 1 (Uspésné pouziti kritéria):
k2

Rozhodnéte o konvergenci fady > 72, 3% -
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Reseni:
Uréime si k-ty a (k + 1)-ni ¢len fady:

k? (k+1)2
Uk = 35> Okl = T opgy
Nyni spoc¢itame limitu podilu a(’;% pro k — oo. Protoze jsou vSechny cleny kladné, miizeme
absolutni hodnotu vynechat:
2
OB k)2 36 (k41?3
L = lim — = lim ~—— =~ 5 = lim ——— = =
k—o0 ’3Lk k—oo 3T k k—oco k 3k+l
E+1\2 1 1 N2 1, 1
= 1. _ - - = — 1. 1 — = — . 1 — —
kgﬂo( K > 3 3kir&(+k> 3 3

Jelikoz vysla limita L = % < 1, fada podle limitniho podilového kritéria konverguje.

Priklad 2 (Pripad, kdy kritérium nedéva odpovéd):
Zkusme nyni stejné kritérium aplikovat na radu > 52, k—lp, kterou jsme podrobné zkoumali
v predchozi kapitole.

Resent:
Zde mame aj = kip a Gpy1 = m Pocitame limitu podilu:

1

D p
L= lim ¥ — gy M lim <k> =
k—00 kip k—o0 (k: + l)p k—oo \ k+ 1

p
= fim [ =<1>p:1p:1
k=00 1+% 140

Nezavisle na hodnoté parametru p ndm limita vysla vzdy L = 1. Z véty o podilovém kritériu
vime, ze v takovém pripadé kritérium nedava odpovéd.

Tento vysledek krésné ilustruje, pro¢ je pro L = 1 situace nerozhodné. Vzpomenme si na
vysledky z predchozi kapitoly:

e Pokud zvolime p = 2, dostaneme fadu k%, ktera konverguje. Limitni podilové
kritérium pritom déva L = 1.

e Pokud zvolime p = 1, dostaneme harmonickou fadu %, kterd diverguje. Limitni
podilové kritérium pro ni dava také L = 1.

Z hodnoty L = 1 tedy skutecné nelze urc¢it viibec nic — v tomto hrani¢nim pripadé muze rada
konvergovat i divergovat, a je proto nutné pouzit jiny néstroj (napriklad srovnavaci nebo
integralni kritérium).

5.7 Prerovnani rad
Tato cast kapitoly odpovida na znepokojivou otazku z Kapitoly 3, kde jsme ukazali, ze zména

poradi ¢lentt mlze zménit soucet fady. Jak to tedy je s komutativnim zdkonem u nekonecnych
souctti? Zalezi to pravé na absolutni konvergenci.

Véta o souctu prerovnané absolutné konvergentni rady

Necht rada konverguje absolutné a ma soucet S. Pak kazda jeji prerovnand rada
konverguje také absolutné a ma stejny soucet S.
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Naznak dukazu

U fad s nezdpornymi ¢leny komutativita plati (soucet je supremum ¢dsteénych souctu
nezavisle na poradi). Absolutné konvergentni fadu muzeme rozdélit na ¢ést tvorenou jen
kladnymi ¢leny a ¢ast tvorenou jen zapornymi ¢leny. Protoze fada konverguje absolutné,
obé tyto ,diléi“ fady maji koneény soucet. Jejich prerovnanim se soucty nezméni a

nezmeéni se ani jejich vzajemny soucet.
\ J

Riemannova véta o prerovnani neabsolutné konvergentni rady

Necht fada konverguje neabsolutné. Pak pro kazdé redlné ¢islo S (véetné oo a —o0)
existuje takové prerovnani této rady, Ze jeji novy soucet je roven S. Lze ji dokonce
prerovnat tak, aby vibec neméla limitu (oscilovala).

L

Naznak dikazu Riemannovy véty

Jelikoz fada konverguje pouze neabsolutné (¢leny jdou k nule, ale soucet absolutnich
hodnot je nekonecno), musi se skladat z kladnych a zédpornych ¢lenu tak, ze soucet
samotnych kladnych ¢lent je 400 a soucet samotnych zapornych ¢lent je —oco. To ndm
dava do rukou obrovskou volnost.

Chceme-li dosahnout libovolného souctu S, budeme séitat zpocatku kladné cleny tak
dlouho, dokud se nas ¢astecny soucet nedostane tésné nad hodnotu S. Pak zacneme
pridavat zaporné cleny, dokud neklesneme tésné pod S. Pak opét pridavame kladné
¢leny, abychom S prekrocili, atd.

Protoze pivodni ¢leny fady maji limitu nula, nase ,prestieleni“ hodnoty S budou stale
mensi a mensi a celkovy soucet se bude k S limitné blizit.

Tato Riemannova véta elegantné vysvétluje nds paradoz s alternujict harmonickou Tadou
z Kapitoly 3. MuZeme si s ni hrdt presné tak, jak se ndm zachce.




Kapitola 6

Vizualni reprezentace a dikazy beze
slov

Pro studenty, a obzvlasté pro ty, ktefi se pripravuji na ucitelskou profesi, je nesmirné dulezité
budovat nejen formalni algebraicky aparat, ale také geometrickou intuici. Mnoho hlubokych
myslenek z teorie nekonecénych fad lze vizualizovat pomoci tzv. dikazi beze slov. V této
kapitole si ukédzeme tri klasické a velmi silné vizudlni modely.

6.1 Geometricka rada: Vyplnovani ¢tverce

Predstavme si ¢tverec o obsahu 1. Tento ¢tverec svisle rozpulime a levou polovinu (o obsahu
1/2) vysrafujeme. Zbylou pravou polovinu vodorovné rozpilime a horni ¢ast (o obsahu 1/4)
vysrafujeme. Zbytek opét svisle rozpulime, a tak déle.

Tento proces nazorné ukazuje konvergenci geometrické fady > 72 2% Na obrazku vidime,
ze postupnym pridavanim dalsSich a dalsich zlomk® nakonec beze zbytku vyplnime plochu
celého c¢tverce. Vidime tedy, Ze soucet této rady je presné 1.

N,

N|—=

sl

oo

2

Obrazek 6.1: Geometricka fada > jo; 2% =1
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6.2 Harmonicka rada: Oresmeho vizualizace

Dtikaz divergence harmonické fady Y 3, %, ktery jsme si predstavili v kapitole 4, pochézi
od francouzského ucence z 14. stoleti, Mikulase Oresma. Jeho myslenku sdruzovani ¢lend do
»,bloki“ muzeme krasné znazornit pomoci tiseCek kladenych nad sebe.

Na obrazku 6.2 vidime, ze ¢leny fady tvoii rovnobézné tsecky. Kazda nova ,vrstva“ tsecek
je tvorena takovym poctem po sobé jdoucich ¢lenti harmonické fady, aby jejich soucet bezpecné
prekonal hranici 1/2. Protoze takovych bloku (a tedy i vrstev) mizeme vytvorit nekonecné
mnoho a kazdy z nich pridé vice nez 1/2, sitka nasi struktury poroste nade vSechny meze.

1

Hranice 5
1 ‘
5 1
L |
I I
:
1
1 1
1 d 1 _l | ]
I I 1 I
1
1
1
1 1 v 1
5 6 7 8
1
1
1

Obréazek 6.2: Vizualni dikaz divergence harmonické rady
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6.3 Rada prevracenych hodnot kvadrati

Otazka, zda fada > 52 kig konverguje, je sice TeSitelnd srovnivacim kritériem, ale existuje
k ni i naprosto fascinujici geometricky pristup. Myslenkou je interpretovat kazdy clen k% jako
obsah c¢tverce o strané % Tyto ¢tverce nésledné seskladame do ,,vézi“.

Prvni véz tvori ¢tverce o stranich % a % Sitka zakladny této véze je % Druhou véz
poskladdme ze ¢tvercu o strandch % az % Nejsirsi z nich je ¢tverec dole, sitka této véze je
tedy i. Treti véz bude mit vespod Ctverec %, ¢imz uda sitku zékladny %.

Kdyz tyto véze naskldddme vedle sebe na osu x, zjistime dvé zasadni véci:

1. Soucet sifek vsSech vézi je % + % + % + --- = 1. VSechny vézZe se ndm tedy ,,vejdou* na
asecku délky 1.

2. Soucet vysek jednotlivych ¢tvercu ve vézi mizeme shora omezit. Zkoumanim zjistime,
ze zadna z vézi nepresdhne limitni vysku y = 1.

Jelikoz se vSechny ¢tverce o obsazich k:% (pro k > 2) bezpecné vejdou do obdélnikovych
sloupcu (¢arkované), jejichz celkovy obsah neptfesidhne hodnotu 1, fada nutné konverguje.
(Plochu prvniho ¢lenu, zlomku 1% = 1, v obrazku neznazornujeme, ten zjevné konvergenci
neohrozi).

=

W=

o=

S

DO [—=

N

ool

Obrézek 6.3: Poskladani ¢lent fady > 1?12 do plochy velikosti 1

6.4 Vizualizace integralniho kritéria

Ve ¢tvrté kapitole jsme pri vySetfovani fady > kip pro p € (1,2) narazili na situaci, kdy obé
srovnavaci kritéria selhala a bylo nutné sdhnout po integralnim kritériu. Pro mnoho studenti
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byvé zpocatku velkou zdhadou, jak a pro¢ vlastné miuzeme diskrétni s¢itani (fadu) porovnévat
se spojitym obsahem plochy pod kiivkou (integrélem).

Nasledujici obrazek toto spojeni krésné a intuitivné odhaluje. Klesajici funkci f(z) si
nakreslime do grafu a ¢leny posloupnosti a;, = f(k) si predstavime jako obdélniky o siice 1 a
vysce f(k). Obsah kazdého takového obdélniku je tedy presné ay.

Na prvnim obrazku obdélniky ,pfesahuji“ nad kiivku. Vidime, Ze soucet obsahti obdélniktu
je vétsi nez plocha pod krivkou. Ziskame tak odhad fady zdola pomoci integralu. Na druhém
obrazku jsme obdélniky ,posunuli“ pod kfivku (zac¢indme ¢lenem ag). Nyni se vSechny
obdélniky celym svym objemem vejdou pod graf funkce f(z). Ziskdme tak odhad (zbytku)
fady shora pomoci integralu. Spojity integral tedy tvori naprosto prirozené mantinely pro nas
diskrétni soucet.

Y
~ f(z)
ai az as a4 v
1 2 3 4 5
Y
f(z)
a2 as a4 as v
1 2 3 4 5

Obrazek 6.4: Geometricka interpretace integralniho kritéria a souvislost rady s nevlastnim
integralem.

6.5 Geometricka rada > 4% = %

Pii vyuce geometrickych rad (napt. pii klasickém vypliovani ¢tverce, které jsme ukézali
v prvni sekci) studenti ¢asto ziskaji podvédomy dojem, ze ,kdyz se s¢itd nekoneéné mnoho
zlomkt do obrazku, musi se vyplnit cely a vyjit 1“. Nasledujici krasna vizualizace ukazuje
geometrickou fadu se souctem % a poméha tuto chybnou fixaci rozbit.

Predstavme si jednotkovy ¢tverec. Rozdélime jej na CtyTi stejné mensi ¢tverce a levy dolni
vybarvime (jeho obsah je %) Pravy horni ¢tverec si ponechame pro dalsi déleni a opét jej
rozdélime na ¢tyfi mensi ¢tverce, z nichz levy dolni vybarvime (obsah 1—16) Zbydou dva prazdné
a jeden (vpravo nahofe) na dalsi déleni. Tento postup opakujeme do nekoneéna, viz obrazek
6.5.
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Jak z obrazku bez slozitého pocitani s limitami vycteme, ze je vybarvena pravé jedna
tretina puvodniho ¢tverce? Podivejme se na to logicky: V kazdém kroku rozdélime zkoumany
¢tverec na ¢tyri. Jeden vybarvime, jeden si nechdme na dalsi déleni a dva zbudou trvale
prazdné. Z plochy, ktera se v daném kroku s konecnou platnosti rozdéli (coz jsou tii ¢tverecky
tvorici tvar pismene L), je vzdy presné jeden ze ti{ vybarven. Protoze tento pomér 1 : 3 plati
lokalné v kazdém méritku, musi platit i globalné. Vybarvend plocha tak tvori presné % celého
¢tverce.

_'_

-

|
3
o

=

Obréazek 6.5: Dikaz beze slov, ze > 72 4% =i+ +g+ - =3 Vkazdém kroku (v kazdém

L-tvaru) jsou ze tii ¢tverecku vybarveny modfe pomérné prévé %

Shrnuti pro budouci ucitele

Doprovazejte vyuku nekonecnych souctl vizudlnimi paralelami co nejcastéji. Samotné
algebraické manipulace mohou u mnoha studenti vyvolat pocit ,kouzleni se symboly*,
u kterého ztraci predstavu, co se skutecné déje. Prevedeni souctu rady na vypliovani
geometrické plochy je jednim z nejdostupnéjsich mistki od zndmého (geometrie na ZS

a SS) k abstraktnimu (limity v nekone¢nu na VS).
\_ J
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Kapitola 7

Nekonecné rady a Eulerovo cislo

V predchozich kapitolach jsme se naudili scitat geometrické rady. Vétsina funkci, se kterymi se
v matematice setkdvame (jako exponenciéla, sinus, kosinus), ale charakter geometrické rady
nemé. Presto bychom je rddi uméli vyjadrit jako soucet nekonecné rady — takzvané mocninné
fady. Klicem k tomuto vyjadreni je aproximace funkci pomoci polynomi.

7.1 Tayloriv polynom

Zakladni myslenka Taylorova polynomu spoc¢iva v tom, ze chceme slozitou funkci f v okoli
néjakého bodu a nahradit polynomem. Aby si polynom a funkce byli co nejpodobnéjsi, budeme
pozadovat, aby se v bodé a shodovaly nejen jejich funkéni hodnoty, ale i hodnoty prvni, druhé,
t¥eti, ...aZ n-té derivace. k-tou derivaci funkce f budeme znacit symbolem f*).

Definice Taylorova polynomu

Necht ma funkce f v bodé a € R vlastni derivace az do fddu n > 0. Taylorovym
polynomem funkce f stupné n v bodé a nazyvime polynom tvaru

! a £ a (n) a n
7.(0) = f(@)+ 2D o)+ LD g L2 gy 5

Poznamenejme, ze pro a = 0 se tento polynom nékdy zkricené oznacuje jako Maclauriniv
polynom.

7.2 Taylortv polynom pro exponencialu

bodé a = 0.
Vypocet je prekvapivé jednoduchy, protoze derivace exponencidly je opét exponencidla.
Pro libovolné k € Ny plati:

fP@)=e" = [P0)=¢"=1.

Dosazenim do vzorce Taylorova polynomu dostdvame aproximaci exponencialy v okoli

nuly:
n k

11, 1 1, &z
Tn(x)—l—i-ﬂ:r—l—ix T e _];)H.

Ziskali jsme polynom T),(z), ktery aproximuje e®. Nabizi se tedy otdzka: Bude pro n — oo
limita téchto Taylorovych polynomt rovna presné hodnoté e*? Abychom to mohli dokazat,
musime si ujasnit, co vlastné znamend, ze rada konverguje ke svému souctu.

41
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7.3 Konvergence rady a jeji zbytek

Nez zacneme vysetrovat chybu nasi aproximace, dokdzeme si jednoduché, ale klicové tvrzeni o
konvergenci jakékoliv nekonecné rady.

Lemma o konvergenci fady (nutna a postacujici podminka)

Necht > 72, ar je nekonecna rada a s, = Y j_; ai je posloupnost jejich castecnych
souctti. Necht s € R. Pak fada konverguje k souctu s pravé tehdy, kdyz lim, o0 (s—s,) =
0.

Diikaz plyne pifmo z definice limity a vét o aritmetice limit. Rada konverguje k souctu
s prave tehdy, kdyz lim, o0 S, = s. Rovnost lim, o s, = s je (diky aritmetice limit)
ekvivalentni s tvrzenim, ze

lim (s —s,) = lim s — lim s, =s—s=0.
n—oo n—o0 n—oo

Tento rozdil s — s, muzeme chépat jako ,zbytek“ fady (chybu, které se dopoustime,
kdyz nekoneény soucet nahradime jen kone¢nym poc¢tem n ¢lent). V kontextu Taylorovych
polynomu mé tento zbytek své vlastni jméno.

7.4 Zbytek Taylorova polynomu

Pii aproximaci funkce f(z) polynomem T, (x) se nevyhnutelné dopoustime néjaké chyby. Tuto
chybu nazyvame zbytkem.

Definice zbytku Taylorova polynomu

Rozdil R, (x) = f(z) — T),(z) nazyvdme zbytkem Taylorova polynomu stupné n.
Plati tedy f(z) = Tn(z) + Ry (z).

Abychom dokézali, Ze nekoneénéd Taylorova rada konverguje k f(z), musime v souladu s
predchozim tvrzenim ukazat, ze lim,_, R,(x) = 0.

Samotna definice zbytku jako rozdilu R, (x) = f(x) — T},(x) ndm bohuzel nedéava do ruky
zadny nastroj, jak jeho velikost prakticky odhadnout nebo jak dokazat, ze se s rostoucim n blizi
ze Tayloriv polynom je konstruovan pomoci derivaci v bodé a, je prirozené ocekavat, ze velikost
chyby bude zaviset na chovani derivaci funkce f nékde mezi body a a z. Nejpouzivanéjsim
vyjadienim, které tuto myslenku formalizuje a umozinuje ndm zbytek efektivné omezit, je tzv.
Lagrangeuv tvar. Ten ukazuje, zZe zbytek po n-tém ¢lenu méa vlastné iplné stejnou strukturu
jako nésledujici, (n + 1)-ni ¢len Taylorova polynomu, pouze s tim rozdilem, Ze se prislusna
derivace nepo¢ité presné v bodé a, ale v néjakém (blize neuréeném) mezibodé c.

Véta o Lagrangeové tvaru zbytku

Necht ma funkce f na uzavieném intervalu s krajnimi body a a x spojité derivace az
do fadu n a uvnitt tohoto intervalu derivaci fadu n + 1. Pak existuje ¢islo ¢ lezici ostre
mezi body a a x takové, ze

f(n+1)(c)

(n+ 1)' ($ o a)n+1‘

R, (z) =
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Dikaz je krasnou aplikaci Rolleovy véty. Zafixujme bod z. Hledame konstantu K € R
takovou, zZe plati

f(x) = Tn(z) + K(z — a)".

(n+1) ; . . v vy v
f(Tl)(,c). Zavedme si pomocnou funkci proménné ¢ (pficemz x

a a bereme jako pevné dané konstanty):

[
1

Nasim cilem je ukazat, ze K =

F (@)

(x—t)+---+ ]

B(t) = f(z) - (f(t) + (z — t)") ~ K(z -t

Vsimnéme si dvou dulezitych vlastnosti této funkce v krajnich bodech naseho intervalu:

Funkce F'(t) spliiuje na intervalu mezi a a x predpoklady Rolleovy véty (F'(a) = F(z) = 0).
Musi tedy existovat bod ¢ lezici mezi a a x, pro ktery plati F’'(c) = 0.

Pojdme funkci F'(t) zderivovat podle proménné ¢. Pfi derivovani zavorky (pomoci pravidla
pro soudin) se vétsina ¢lent navzdjem odecte (tzv. teleskopicky efekt). Po zderivovani a tpravé
zbyde z celé velké zavorky pouze jediny clen:

F'(t) = —M(ac —t)"+K(n+1)(z—t)".

n!

Vime, ze F'(c) = 0. Dosadime tedy za t bod c:

f(n+1)(c)

0=~ n!

(x—c)"+Kn+1)(z—c)"
Protoze ¢ # = (bod c lezi ostfe mezi a a z), mizeme rovnici vydélit nenulovym vyrazem
(z — ¢)™ a vyjadrit hledanou konstantu K:

F ) (e) 0 (e)
Kn+1) =" = K=

Tim jsme nalezli nasi konstantu K a dokéazali vzorec pro Lagrangetv tvar zbytku.

7.5 Vycisleni Eulerova cisla e

Nyni mame pripraveny veskery aparat k tomu, abychom dokézali, ze Eulerovo ¢islo lze zapsat
jako soucet nekonecné rady.

Uvazujme opét funkci f(z) = e*, stfed v bodé a = 0 a polozme x = 1. Zajimat nas bude
hodnota f(1) = e! = e. Tayloriiv polynom v bodé z = 1 m4 tvar:

11 o1
() =1+ 5+ 5+ Zk—

Lagrangetiv zbytek pro tuto aproximaci je:

(n+1)(c e
Jzn " 1()‘) (1 _ 0)n+1 —

Ry(1) =

kde ¢ je néjaké ¢islo z intervalu (0, 1).



44 KAPITOLA 7. NEKONECNE RADY A EULEROVO CISLO

Nyni dokdzeme, Ze limita tohoto zbytku je pro n — oo rovna nule. Protoze ¢ € (0,1), je
exponencialni funkce e¢ rostouci a jisté plati 0 < e¢ < e! < 3. Mizeme tedy zbytek shora
odhadnout:

3
O<Rn(1)<Zn—Il—)T
Protoze lim,, .o 0 = 0 a zaroven lim, . ﬁ = 0, podle véty o limité seviené funkce (o

dvou policajtech) nutné plati:
lim R,(1) = 0.
n—0o0

Pojdme si tuto situaci ilustrovat graficky. Na obrézcich nize vidime graf funkce f(z) = e*
(modr4 krivka) a jeji Taylorovy polynomy nultého, prvniho a druhého stupné se stfedem v
bodé a = 0 (¢ervena kiivka).

Nés zajima predevsim situace v bodé z = 1. Zelend tsecka zde vizualizuje zbytek R, (1),
tedy presnou velikost chyby, které se dopustime, kdyz skuteénou hodnotu Eulerova ¢isla
e! ~ 2,718 nahradime hodnotou Taylorova polynomu 7,(1).

S

Obrazek 7.1: Aproximace funkce e* Taylorovymi polynomy v bodé a = 0. Zelend tsecka
ukazuje velikost zbytku R, (1) v bodé = = 1, ktery se s rostoucim stupném polynomu zjevné
zmensuje.

Z grafii muzeme snadno vy¢ist konkrétni hodnoty polynomu i velikost chyby (zbytku) pro
x=1:

o Pron = 0 aproximujeme exponencidlu konstantou: Tp(1) = 1. Zbytek je Ro(1) = e—1 =
1,718.

e Pro n =1 aproximujeme exponencidlu teénou: 71(1) = 1 + 1 = 2. Zbytek se zmensil na
Ri(1) =e—2=~0,718.

o Pro n = 2 aproximujeme exponencidlu parabolou: T»(1) =1+ 1+ % = 2,5. Zbytek je jiz
velmi maly: Ry(1) =e — 2,5 ~ 0,218.

Geometricky tedy vidime, ze se graf Taylorova polynomu s rostoucim stupném n stale vice
,primyka“ ke grafu funkce f(x) = e®. VySe jsme matematicky presné dokazali, Ze pro n — oo
se délka této zelené tsecky (zbytek R, (1)) zmensi skuteéné az na nulu.

Zavér

Ukézali jsme, Ze lim,, o (e — T,,(1)) = 0. Podle tvrzeni dokdzaného na zac¢dtku této kapitoly
to znamenad jediné: nekonecna rada sestavajici z prevracenych hodnot faktoridlt konverguje
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vvvvvv

matematické analyzy:

x| 11 1 1
g le 1 - - . e
€ ];)k! tito s Tt T

Diky tomu, ze faktorial ve jmenovateli roste extrémné rychle, tato rada konverguje velmi rychle.
Uz soucet prvnich zhruba deseti ¢lentt nam da hodnotu e pfesnou na vice nez 5 desetinnych
mist.
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