Reseni 1loh na goniometrické funkce

Pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Zadani aloh

1. Naleznéte kofeny funkce f(z) = —sin(x) 4+ 2 sin(z) cos(x) na periodé I, = [0, 27|. Poté
zvolte periodu [ s krajnimi body v nékterych kotfenech a na této periodé feste nerovnice

f(z) >0, f(x) <O0.

2. Uréete definiéni obor funkce g(z) = cos(x) + sin’(x) a naleznéte intervaly, na nichZ je
funkce g rostouci. Staci, kdyz urcite intervaly jen v jedné periodé. Krajni body periody
volte v bodech, kde se méni druh monotonie.

3. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce g z predchozi tlohy.

2 ReSeni
Uloha 1: Rovnice a nerovnice

1. ReSeni rovnice f(z) =0
Nejprve upravime predpis funkce vytknutim sin(z):

—sin(z) + 2sin(x) cos(z) =0 = sin(x) - (2cos(z) —1) =0
Soucin je nulovy, pokud je alespon jeden z Ciniteli nulovy:

e sin(z) =0 =z € {0;m; 27} (na daném intervalu).

e 2cos(z) —1=0=cos(z) = 3 =z € {5; 3}

Mnozina kofent na I je K = {0; §;7; %’T; 27}
Pozndmka k volbé periody: Jelikoz 0 je kofenem funkce, ponechame periodu I = [0, 27].
Pokud by 0 kofenem nebyla, posunuli bychom levy krajni bod intervalu do nejblizsiho kotene

jak to vyzaduje zadani.

2. Reseni nerovnic f(z) >0 a f(z) <0
Resime nerovnici sin(x) - (2 cos(x) — 1) > 0. Pouzijeme grafickou metodu pomoci pomocnych
nerovnic. Uréime znaménka ¢initeli na intervalech vymezenych koreny:

Interval 0,%2) | (§,m) | (, %ﬂ) (%ﬂa 2m)
sin(x) + + - -
2cos(z) —1| + — — +
f(x) + - - -




1+

Obréazek 1: Grafické FeSeni nerovnice 2 cos(z) — 1 > 0 na intervalu [0, 27]. Cervend jsou zvyraz-
nény casti grafu funkce y = cos(x), které lezi nad primkou y = 1/2, a jim odpovidajici intervaly
na ose .

Vysvétleni: 7 grafu sinu vidime, ze je kladny na (0,7) a zaporny na (m, 27). Z grafu kosinu
vidime, Ze je vétsi nez 1/2 (a tedy zévorka je kladna) na krajich periody, zatimco uvnitf intervalu
(71' 5m

Z,%) je mensi nez 1/2.

Vysledek:
o f(z)>0proze (0,%)U(r )
e f(x)<O0prox e (3,m)U (%,QW)

Metodickd pozndmka: Existuji i jiné metody, napiiklad vyuziti dusledku véty o kofeni spo-
jité funkce (Bolzanova véta). Funkce spojita na intervalu, kde neméa kofen, neméni znaménko.
Stacilo by tedy do kazdého intervalu dosadit testovaci bod. My jsme zvolili grafickou metodu
pro jeji nazornost.

Uloha 2: Monotonie

Definiéni obor: D(g) = R.
Intervaly monotonie: Vyuzijeme vétu o vztahu derivace a monotonie (Je-li ¢’(z) > 0 na
intervalu I, pak je g rostouci na I).

g (z) = (cos(z)) + (sin®*(z))" = —sin(x) + 2sin(x) cos(x)

Vidime, ze ¢'(z) je totozna s funkci f(x) z Ulohy 1. Funkce je rostouci tam, kde f(z) > 0
(vEetné nulovych bodu derivace, kde je funkce spojita).

Vysledek: Funkce je rostouci na intervalech (0, 3) a (m, 2F).

Alternativni FeSeni (bez FeSeni nerovnice): Intervaly monotonie lze uréit i bez reSeni
nerovnice. Staci vzit interval I, na kterém derivace nema koten. ProtozZe je derivace ¢’ spojita
na I, plyne z dusledku Bolzanovy véty, Ze derivace ¢’ na I neméni znaménko, a proto je funkce
g ryze monoténni na [.

Typ monotonie zjistime porovnanim funkénich hodnot v krajnich bodech intervali (uzlech):

e Interval (0, 3): g(0) = 1, g(§) = 1,25. Hodnota roste = rostouci.

e Interval (%, m): g(3) = 1,25, g(m) = —1. Hodnota klesd = klesajici.



Uloha 3: Obor hodnot

Uréime H(g) na jedné periodé. Pouzijeme Weierstrassovu vétu: Spojita funkce na uzavieném
intervalu nabyva svého maxima a minima.

Funkce ¢ je na R diferencovatelna, proto z nutné podminky pro existenci extrému (méa-li
funkce g v bodé a lokalni extrém a existuje f’(a), pak je f'(a) = 0) plyne, Ze tyto extrémy
nabyva funkce v bodech, kde je derivace nulova (takzvané stacionarni body).

Vyuzijeme hodnoty spoéitané v alternativnim feseni Ulohy 2:

9(0) = 1; g(g) = Z; g(m)=—-1; ¢ (%ﬂ) = Z; g(2m) =1

Minimum je —1, maximum je 2. Obor hodnot: H(g) = (—1;1,25).

Tento text byl vygenerovan LLM Gemini 3 Pro a poté pfecten a upraven.

Prompt: V priloze jsou tri ilohy na goniometrické funkce. Vygeneruj jejich feseni pro stu-
denty ucitelstvi matematiky. V pruni dloze ves nejdriv rovnici. Konstatug, Ze 0 je korenem, proto
bude interval I roven intervalu Ik. Jinak bychom levy krajni bod intervalu posunuli do nékte-
rého z kovrenii. Pro feSeni nerovnic uprav vyraz na soucin, pieved na pomocné nerovnice, které
vyres graficky (z grafu sinu urci znaménko sinu a z grafu kosinu urci, na kterych intervalech
je kosinus vetsi nez 1/2). Poznamenej, Ze existuji i jiné metody (napiiklad s pouZitim disledku
véety o koreni spojité funkce — funkce spojitd na intervalu, na které memd koven, je na tomto
intervalu kladnd nebo je na tomto intervalu zdpornd). My jsme zvolili grafickou metodu pro jeji
jednoduchost. 'V iloze 2 zopakuj vétu o monotonii a derivaci, zderivuj funkci a k urcéent vijsledku
pouzij ulohu 1. Nabidni alternativni 7eseni: intervaly monotonie je mozné urcit i bez TeSent
nerovnice. Stacti vzit intervaly, na kterych nemd derivace kofen a protoZe je na mém spojitd,
plyne z dusledku véty o kofeni, Ze je na mém rostouci nebo je na ném klesajici. Typ zjistime
spoctenim dvou funkénich hodnot (typicky v krajnich bodech, pokud je interval uzavieny). Treti
tlohu pak tesime pouZitim Weierstrassovy véty a z funkénich hodnot koieni derivace. Uved i
souvislost s alternativnim Tesenim ulohy 2.



