Reseni uloh na cyklometrické funkce

Pro studenty ucitelstvi matematiky

Zadani aloh

1. Uréete defini¢ni obor funkce f(z) = arccos(x — 2z?%) a naleznéte intervaly, na nichz
je funkce f rostouci.

2. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce z predchozi ulohy.

Reseni tlohy 1: Defini¢ni obor a monotonie

1. Defini¢ni obor

Funkce y = arccos(u) je definovana pro u € [—1, 1]. Pro nadi funkci f(z) = arccos(z — 22?)
tedy musi platit:
—1<z-22"<1

Tuto podminku rozdélime na dvé nerovnice:
a) Prava ¢ast nerovnosti:

r—212<1 = 20242 —-1<0 = 222 —2+1>0

Diskriminant této kvadratické rovnice je D = b* — 4ac = (—1)?—4-2-1=1-8= —T.
Protoze D < 0 a koeficient u 2 je kladny (a = 2), parabola lezi cela nad osou z. Nerovnost
plati pro vSechna x € R.

b) Leva ¢ast nerovnosti:

—1<2-21" = 22°—1r—-1<0
Hledame kofeny rovnice 2% — x — 1 = 0:

—(-1)£/(-D2—4-2-(-1) 1£y/1+8 1+3
2-2 B 4 4

T12 =

Koteny jsouz; =laxy = —%. Jde o parabolu otevienou nahoru, zaporné hodnoty nabyva
mezi koreny.



Graf pomocné funkce g(x) = 222 —x — 1
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Reseni: [—0.5; 1]

Zaveér: Defini¢ni obor je prunikem feSeni obou nerovnic:

1

2. Monotonie funkce

Pro urceni intervali monotonie budeme diskutovat dva mozné postupy.

Varianta A: Uziti diferencidlniho poc¢tu
Vyuzijeme néasledujici vétu o vztahu derivace a monotonie:

Véta (O monotonii a derivaci). Necht funkce f je spojitd na intervalu I a md derivaci
v kazdém vnittnim bodé tohoto intervalu. JestliZe pro vSechna x € int(I) plati f'(x) > 0,
pak je funkce f na intervalu I rostouct.

Derivujeme funkci f(z) = arccos(z — 2z?) jako sloZenou funkci:

—1 (1— 4z) 4 — 1
V1= (x —222)2 V1— (v —222)2
Jmenovatel je (na vnitiku defini¢niho oboru) vzdy kladny (definiéni obor funkce arccos(u)

je u € [—1,1], vyraz v derivaci ve jmenovateli pod odmocninou 1 — u? je pro u € (—1,1)
kladny). O znaménku derivace tedy rozhoduje ¢itatel:

f'(x)

1
f(2)>0 <= 42 —-1>0 < x>

Funkce je tedy rostouci na intervalu, kde x € Dy a zaroven z > }1, tedy na intervalu

(1/4,1]. Vzhledem ke spojitosti funkce f muZeme do intervalu pfidat i jeho krajni bod
x = 1/4. Dostaneme vysledek:

1
Funkce f je rostouci na intervalu: {Z, 1]

Varianta B: UZiti monotonie sloZené funkce

Tento postup je vhodny, pokud zkouméme funkci slozenou z funkci, jejichz monotonii
zname.



Véta (O monotonii slozené funkce). Nechtu = g(z) je funkce ryze monotdnni na intervalu
I ay=h(u) je funkce ryze monoténni na intervalu J takovém, Ze g(I) C J.

o Maji-li funkce g a h stejny typ monotonie (0bé rostouci nebo obé klesajict), je sloZend
funkce y = h(g(z)) rostouct.

o Maji-li funkce g a h opacny typ monotonie, je sloZend funkce y = h(g(x)) klesajici.
Rozlozime funkei f(x) = h(g(x)):
e Vnitini funkce g(x) = x — 222 Vrchol paraboly je v bodé z, = — > = — L =
— Na intervalu [—1/2;1/4] je g(x) rostouci.
— Na intervalu [1/4;1] je g(z) klesajici.
e Vnéjsi funkce h(u) = arccos(u) je na svém defini¢nim oboru klesajici.

Analyza: Hledame, kde je f(x) rostouci. Podle véty to nastane tam, kde maji vnitini a
vnéjsi funkce stejny typ monotonie. Protoze vnéjsi funkce je klesajici, hledame interval,
kde je i vnitini funkce klesajici. To odpovida intervalu [1/4;1].

Reseni ulohy 2: Obor hodnot a graf
Obor hodnot

Vnitin{ funkce g(z) =  — 222 na definiénim oboru D; = [—0.5; 1] nabyvé:
e Maxima ve vrcholu z = 1/4: g(1/4) =1 —2(5) = &.
e Minima v krajnich bodech (funkce je symetricka kolem vrcholu, ale interval nikoliv,

musime ovéfit): g(—0.5) = —0.5 —2(0.25) = —1. g(1) =1 —2(1) = —1.

Obor hodnot vnitini funkce je H, = [—1;1/8]. Nyni aplikujeme vné&jsi funkei arccos.
ProtozZe arccos je klesajici, minimum f(z) bude v bodé maxima vnitini funkce a naopak:

® fin = arccos(1/8) ~ 1,445 rad
® fia: = arccos(—1) = 7w rad

Hy = [arccos(1/8); 7]

Alternativni reSeni oboru hodnot pomoci derivace

Pro ur¢eni oboru hodnot H; spojité funkce na uzavieném intervalu Dy = [-1/2;1]
nalezneme globalni extrémy. Ty se mohou nachazet bud ve stacionarnich bodech (kde
f'(x) = 0), nebo v bodech, ve kterych funkce neni diferencovatelna nebo v krajnich bo-
dech intervalu.

Funkce je diferencovatelna ve vSech vnitinich bodech defini¢niho oboru (—1/2,1),
proto budou extrémy bud ve staciondrnim bodé, nebo v krajnim bodé defini¢niho oboru.
1. Hledani stacionarnich bodu: Vyuzijeme derivaci vypoétenou v prvni tloze:

B dr — 1
V1 (2222
3

f'(x)



Stacionarni bod nalezneme polozenim f'(x) = 0. Zlomek je roven nule, pravé kdyz je
roven nule jeho ¢itatel (a jmenovatel je nenulovy):

1
dr—1=0 = z0=-
4
Bod zo = § lezf uvnitf definiéntho oboru [—1/2;1].

2. Vypocet funkénich hodnot: Vyc¢islime funkci f(z) ve stacionarnim bodé a v krajnich
bodech defini¢nfho oboru:

e Stacionarni bod zg =

1.
L
s 1 1 ) 1\? 1 1 1
— — arccos - — . — = arccos | - — — — arccos | —
1 g 1 1 g 1738 g 3

e Levy krajni bod r; = —%:

e Pravy krajni bod z, = 1:
f(1) = arccos(l —2-1) = arccos(—1) =
3. Zavér: Porovnanim nalezenych hodnot uréime globalni minimum a maximum:
1
min f(x) = arccos <§> , max f(z)=m

Jelikoz je funkce f na intervalu spojita, nabyva vSech hodnot mezi minimem a maximem.

Obor hodnot je tedy:
1
Hy = [arccos (g) ;’/T:|

Graf funkce f(z) = arccos(x — 2x?)

Graf funkce f(x)
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