Vzorové reseni: Nalezeni oboru hodnot funkce
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Zadani: Urcete obor hodnot funkce f(z) =

1. Urceni definicniho oboru a tprava predpisu

Nejprve uréime definiéni obor funkce f. Protoze exponencialni funkce e* je vzdy kladna
pro kazdé z € R, jmenovatel zlomku e® + e** + €3 je vzdy ostfe vétsi nez nula. Zlomek je
tedy definovan pro vSechna redlna ¢isla.

D(f) =R

Pro usnadnéni derivovani a limitnich pfechodu si predpis funkce vhodné upravime.
Vydélime ¢itatele i jmenovatele vyrazem e** (coz je ekvivalentni vytknuti a zkrdcenf).
Protoze €** > 0, jednd se o ekvivalentni ipravu:
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2. VySetreni monotonie pomoci prvni derivace

K urceni extrému a chovani funkce na intervalech vyuzijeme prvni derivaci. Funkce f je
slozenim a podilem diferencovatelnych funkei, proto ji muzeme derivovat na celém R.
Podle pravidla pro derivaci slozené funkce dostavame:

et —e”
(e + 1+ e7)?

Nyni zjistime, kde je f'(z) = 0, kde je f'(z) > 0 a kde f'(x) < 0. Jmenovatel
zlomku je vzdy kladny, o znaménku derivace tedy rozhoduje pouze citatel. P¥i feSeni
nasledujicich nerovnic (prechod od exponencidly k exponentum) vyuzijeme faktu, ze
exponencidla exp je na celém R rostouci. Pravé z toho duvodu se zachovava smér
nerovnosti:

fllx)=—=1-(e™+1+e") 2 (e +e") =

o f(2)=0 <= e"—¢e"=0 <<= e"=¢" <= —r=1 < =0
o f(2)>0 <= e —e">0 <= e">e" <= —r>1 < <0
o fll) <0 <= e7—¢e"<0 <= e7<e" <<= —ax<z <= >0
Zde se odvolame na Vétu o vztahu znaménka derivace a monotonie funkce:

Necht je funkce f spojitd na intervalu I a md na jeho vnitrku kladnou (resp.
zdpornou) derivaci. Pak je funkce f na intervalu I rostouci (resp. klesagici).
7 této véty vyplyva, ze:

e Funkce f je rostouci na intervalu (—oo, 0].

e Funkce f je klesajici na intervalu [0, o).

Z toho zéaroven plyne, ze v bodé x = 0 nabyva funkce svého globdlntho maxima. Jeho

hodnota je:
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3. Chovani funkce v krajnich bodech intervala (limity)

Abychom zjistili, jakych hodnot funkce nabyva, potiebujeme znat jeji limity v nevlastnich
bodech. Pfi vypoctu se opirdme o Vétu o aritmetice limit (limita souctu je soucet limit,
limita podilu je podil limit atd.). Tuto vétu ovSem nemuzeme aplikovat na puvodni tvar
zadani pro x — oo, nebot bychom obdrZeli neurcity vyraz [%}

Praveé proto vyuzijeme upraveny tvar z prvniho kroku, kde se neurcitému vyrazu
vyhneme a vétu o aritmetice limit muzeme korektné pouzit (limity jednotlivych séitanctu
ve jmenovateli existuji a limita jmenovatele je nenulovd):

i hmac—>oo f(.l’) = hmx—)oo e—x:H,ex = [0+11+oo] =0

o lim, , o f(x) =lim,, e—z+11+ew = [OO+11+0] =0

4. Urceni oboru hodnot

K ptresnému stanoveni oboru hodnot se nyni opteme o Vétu o obrazu intervalu spo-
jitou funkci (ktera je dusledkem Bolzanovy véty o mezihodnotéch):

Necht je funkce f spojitd a ryze monotonni na intervalu I (pripadné otevieném
¢i polouzavieném, véetné nevlastnich mezi). Pak obrazem tohoto intervalu je
opét interval, jehoz meze jsou ddny limitami (¢i funkénimi hodnotami) funkce
f v kragnich bodech puvodniho intervalu.

Aplikujeme tuto vétu na dva intervaly monotonie z kroku 2:

1. Na intervalu I; = (—o00,0] je funkce f spojitd a rostouci. Jeji obraz je interval

F(1) = (i, f(2), SO)] = (0,1]:

2. Naintervalu I, = [0, 00) je funkce f spojitéd a klesajici. Jeji obraz je interval f(I3) =

(limg o0 f(), £(0)] = (0, 5]
Celkovy obor hodnot H(f) je sjednocenim dil¢ich obortu hodnot:

H(f) = f(I) U f(I) = (07 ﬂ v <0> %} - (07 %}

Zaveér: Obor hodnot dané funkce je H(f) = (0, %]



Kontrolni a metodické otazky pro studenty

Tato sada otazek slouzi k ovéfeni, zda studenti neprovadéji vypocet pouze mechanicky,
ale zda rozumi teoretickym predpokladum a pouzitym vétam.

1.

. Derivace a upravy: Pii derivovani jsme vyuzili upraveny tvar

ijrava vyrazu a limity: Pro¢ jsme nemohli pouzit vétu o aritmetice limit rovnou
na puvodni zadéni f(x) = m pii vypoctu limity pro x — oo? Co presné by
pouziti této véty v daném piipadé branilo?

1 ,
i iTe misto

pravidla pro derivaci podilu na puvodni zlomek. Zkuste zderivovat puvodni zlomek.
Je vysledek stejny? Pro¢ je prvni zpusob (s upravenym tvarem) méné nachylny
k numerickym chybam studentu?

. Vlastnosti elementarnich funkci: Pti feSeni nerovnice e™ > e jsme presli k ne-

rovnici —x > x. Zkuste tuto uvahu aplikovat na funkci y = (%)m Bude platit, ze z

nerovnosti (%)_w > (%)z plyne —z > 7 A proc?

Predpoklady veét: Véta o vztahu znaménka derivace a monotonie predpoklada
spojitost funkce na daném intervalu. Zkuste uvést piiklad funkce g(z), pro kterou
plati ¢’'(z) > 0 ve vSech bodech defini¢niho oboru, ale pfesto tato funkce neni na
svém definiénim oboru rostouci. (Napovéda: uvazujte funkci s nespojitosti, napf.

y=—3)

. Bolzanova véta v praxi: Pokud bychom vynechali krok 2 (monotonie) a znali

jen hodnotu v bodé z = 0 a limity v nekone¢nech, pro¢ by z Bolzanovy véty o
mezihodnotach jesté nevyplyvalo, ze H(f) = (0, %] ? Co by se mohlo s grafem funkce
teoreticky dit, kdybychom nevédéli, ze je na danych intervalech ryze monotonni?

. Druh monotonie bez feSeni nerovnice: Jak zduvodnite, ze je funkce f mono-

tonni na intervalech (—o0, 0], [0, 00) aniz byste Fesili nerovnice f'(x) <0, f'(z) >0
jen ze znalosti kofenu rovnice f'(x) = 07

Alternativni feSeni (algebraické): Obor hodnot lze nalézt i bez pouziti deri-
vaci. Zkuste zavést substituci t = e” (pticemz t > 0) a TeSit rovnici % =ys
parametrem y pro neznamou t. Jaké podminky musi spliovat parametr y, aby tato
kvadratickd rovnice méla alespon jedno kladné realné reseni? Vede tento postup ke
stejnému oboru hodnot?



