
Náročné úlohy z PAN2/KAN2/CAN2M

8. února 2026

Soubor zat́ım obsahuje pět úloh. V pr̊uběhu semestru mohou být přidány
daľśı úlohy.

1. Popǐste konstrukci pravidelného pětiúhelńıku bez použit́ı úhloměru a
dokažte správnost této konstrukce.

2. Zjistěte, zda existuj́ı limity a př́ıpadně vypočtěte jejich hodnotu.

(a) limx→0 cos(sgn(x))

(b) limx→0 sgn(sin
2(x))

(c) limx→0 sgn(x
2 sin(1/x2))

3. Necht’ s, c jsou funkce definované na R a necht’ splňuj́ı (i), (ii). Ukažte,
že jsou pak bud’ identicky rovny nule, nebo plat́ı s(0) = 0, c(0) = 1.

(i) ∀x, y ∈ R : s(x+ y) = s(x)c(y) + c(x)s(y)

(ii) ∀x, y ∈ R : c(x+ y) = c(x)c(y)− s(x)s(y)

Návod: dosad’te do vlastnost́ı y = 0 a použijte vhodné kritérium řešitelnosti
soustavy lineárńıch rovnic.

4. Necht’ s, c jsou funkce definované na R. Ukažte, že tyto funkce splňuj́ı (i),
(ii), (iii), (iv) právě když splňuj́ı (i’), (ii’), (iv). Vlastnosti (i), (ii) vemte z
předchoźı úlhy.

(i’) ∀x, y ∈ R : s(x− y) = s(x)c(y)− c(x)s(y)

(ii’) ∀x, y ∈ R : c(x− y) = c(x)c(y) + s(x)s(y)

(iii) ∀x ∈ R : s2(x) + c2(x) = 1
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(iv) limx→0
s(x)
x = 1

5. Ukažte, že funkce f má v nule derivace všech řád̊u a plat́ı f (n)(0) = 0

f(x) =

{
e−

1
x2 pro x ̸= 0,

0 pro x = 0.
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