['Jlohy k pisemné casti zkousky z Matematické
analyzy 3
20. prosince 2024
Definitivni verze

la Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti funkci na intervalu I a zjistéte,
zda posloupnost konverguje na I stejnomérné.

fo(®) =max{l — |1 —nz[,0}, I=R

1b
fo(z) = min{|1 — nz|, 1}, I=R
1lc
fu(z) = exp(—nx), I =1(0,+00)
1d
fn(x) = exp(—nzx), I =(1,400)
le
fulr)= . I=E
" 1 + exp(—nz)’
1f
fn(z) = sin"(z), I =(0,2m)
1g
fu(z) = sin"(x), I=(0,7/3)
1h
fo(z) = sin"(x), I=(-m/2,7/2)
1i
fn(x) = arctg(nx), I =(0,+00)
1j
fn(x) = arctg(nx), I =(1,400)
1k ]
fa(z) = T n? I=(-1,1)
11
1
falz) = ——— I'=(1,2)
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3a Urcete stied a polomér konvergence mocninné fady. Pro ktera z € R
fada konverguje a pro ktera diverguje?
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4a Sectéte radu
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5a Vypoctéte limity

lim ( lim =" ), lim (lim x")
n—oo \ x—1- r—1— \n—oo

ob
lim <lim exp(—nxQ)) : lim (lim exp(—nx2)>

n—oo \z—0 z—0 \n—oo

5¢ Necht s, (z) = m je posloupnost funkei. Vypoctéte derivaci s/, a

bodové limity posloupnosti s, i s],. Dale urcete, pro ktera x € R plati

/
lim s (z) = (lim sn($)>



5d Totéz pro funkce (zde jsou s, funkce z predchozi lohy).

n

Fal@) = (su(2) = 50-1(2)

k=1

6a Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = exp(z) se stiedem
v bodé xq = 0 a urcete jeji polomér konvergence.

6b f(z) = sin(x), stted v bodé zq =0

6¢c f(z) = cos(x), stied v bodé x5 = 0

n? (=1)"n
2—3n2"34n—n3

Ta Vypoctéte limitu posloupnosti

ap = (xnu yn) :
po slozkach, tedy limity
a:= (lim Ty, lim yn)
n—oo n—oo

a ukazte, Ze v metrickém prostoru (R?, g.uu1) je

lim Qeukl(any (l) =0
n—00
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" <<_1)nn2 (2n—1)° + 3)

(n+2)3"  (n+3)?
8a Ukazte, ze v metrickém prostoru (R, geuxr)

otevieny interval (a,b) je oteviend mnozina,
8b otevieny interval (a,b) neni uzaviend mnozina,
8c polouzavieny interval [a,b) neni oteviend mnozina.
8d polouzavieny interval [a, b) neni uzaviend mnozina.
8¢ uzavieny interval [a, b] je uzaviend mnozina.
8f uzavieny interval [a,b] neni oteviend mnozina.

8g pro x € R je A := {x} uzaviena mnozina.
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pro z € R mnozina A := {z} neni oteviena.
mnozina A := {} je oteviena.
mnozina A := {} je uzaviena.

Napiste definici oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, o) ukazte,
ze

pro x € M je mnozina A := M \ {z} oteviena.

pro x € M, r > 0 je okoli B(x,r) oteviend mnozina.

M je oteviend mnozina.

0 je oteviend mnozina.

Dokazte de Morganuv vzorec

M\ (A= (M A,

acl acl

A4’\ r\]f4a ::L_J(A4w\f4a)

aecl acl
Vypoctéte limity po vSech piimkéch a feknéte, co z vysledku plyne pro

limitu funkce dvou proménnych
xXr
lm
(@)= (00) 22 +y
x2
lim —
(z.)—(0,0) 22 + 2
2
lim — Y
(@:y)—(0,0) 24 + 12

Pro funkci f a bod a = (-1, 3)
flz,y) =xva? +y

(a) Vypoctéte derivaci ve sméru h = (hy, he) v bodé a.

(b) Vypoctéte gradient V f(a) v bodé a.



(¢) Co muzete na zékladé vypocteného tict o diferencidlu L funkce f

v bodé a?
12b 2
0= (0,0, fla.y) = { £ (a,) £ (0,0)
0 (z,9)=(0,0)
13. Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé a
f(x7y)::i__'_—zjy, a=(3,-1)

14. Napiste Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f v bodé a

x? — 3zy

= (3,-1
oL a=6.-1)

flz,y) =

15a Napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f v bodé a

T — 2y
T4y’

fz,y) = a=(-1,2)

16a Naleznéte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich typ

flz,y) =2 =2z +zy—y°

16b
flz,y) = ot = 22%y% + y* + 322

17a Naleznéte body S funkce f, které splnuji nutnou podminku pro extrém
Vf(S) = (0,0) a napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f
v kazdém z téchto bodu.

flzy) =2 =2z +zy—y°

17b
fla,y) =2t = 22°% + y* + 32z

18. Na metrickém prostoru (R?, g) s euklidovskou metrikou ¢ sestavte pro
body A[-1,0,2], B[1,1,0], C[0,1,0], D[1,1, 1] funkci

f(t,s) =0(A+t(B—A),C+s(D-C))

a naleznéte jeji lokalni extrémy.
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Vypoctéte vzdalenost mimobézek AB, C'D pro A[—1,0,2], B[1,1,0],
C10,1,0], D[1,1,1].

Sud bez vika ma tvar valce s jednou podstavou. Materidl na jednotko-
vou plochu dna sudu je ttikrat drazsi nez materidl na stejnou plochu
plastée valce.

Vypoctéte pomér vysky a pruméru dna, aby pro zadany objem sudu V'
byly naklady na material minimalni.

Na elipse o rovnici ? + 4y?> = 4 naleznéte lokdlni extrémy funkce
flay)=z+y.

Typ extrému zjistéte z nacrtku elipsy a vrstevnic funkce f.

Vypoctéte dvojny integrdl funkce f na obdélniku (z,y) € [0,7/2] X
0,1].
f(z,y) = ysin(zy)

Na obdélniku (x,y) € [0,2] x [0, 3]

f(z,y) = vexp(zy)

Nésledujici dvé tlohy jsem se nakonec rozhodla vyradit z pisemné ¢asti.
Budeme se na né ptat v ustni c¢asti.
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Napiste definici uzdvéru mnoziny a ukazte, ze v prostoru (R, geuri) je
proa,be R, a<b

(a,b) = la,b]
Q=R
la,b] = [a, b]

(—00,b) = (—o0,b]

Napiste definici vnittku mnoziny a ukazte, ze v prostoru (R, geur) je
proa,be R, a<b

Q=0
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(CL, b)o = (CL, b)
[CL, b]o = (a’ b)
(a7 b]o = (av b)

[CL, OO)O = (av OO)

(—OO, b>o = (_007 b)



