Jsem student ucitelstvi matematiky na univerzité. Probirdme metrické prostory a to je
hodné abstraktni latka. Potrebugi vysvétlit, jak dokdzat, Ze okoli bodu je oteviend mnoZina.

Ahoj, naprosto chéapu. Metrické prostory jsou velky skok v abstraktnim mySleni.
Pojdme si ten diukaz rozebrat krok za krokem.
Nejprve si musime ujasnit terminologii, protoze "okoli bodu"muze znamenat dvé véci:

1. Oteviena koule: Casto se jako zékladni okoli bodu x bere pifimo oteviena koule
B(x,r) s néjakym polomérem r > 0.

2. Jakakoli mnozina obsahujici kouli: Né¢kdy se "okoli U bodu z"definuje jako
libovolnd mnozina, ktera obsahuje n&jakou otevienou kouli B(z,r). V tomto ptipadé
ale okoli U nemusi byt oteviend mnozina! (Napf. v R je uzavieny interval U =
[—1, 1] okolim bodu 0, protoze U 2 B(0,0.5) = (—0.5,0.5), ale U sam neni oteviena
mnozina).

Vzhledem k tvému dotazu je témér jisté, ze mas na mysli ten prvni piipad a chcete
dokazat zakladni vétu: Kazda oteviena koule je otevienad mnozina.
Pojdme na to.

Klicové definice
Nez zatneme, pripomenme si dvé definice v metrickém prostoru (M, d):

e Oteviena koule (Open Ball): Koule se stfedem 2 € M a polomérem r > 0 je
mnozina B(z,r) ={y € M | d(x,y) < r}. (Jsou to v8echny body, jejichZ vzdalenost
od x je mensi nez r).

e Oteviena mnozina (Open Set): Mnozina A C M je otevienda, pokud pro kaZdy
bod a € A existuje néjaké € > 0 (maly polomér) takové, ze cela koule B(a,¢€) lezi
uvniti A (tj. B(a,€) C A).

Véta: Oteviena koule je oteviena mnoZina

Co chceme dokazat: Necht (M, d) je metricky prostor. Pro libovolny bod x € M a
libovolny polomér r > 0 je mnozina B(z,r) oteviena.

Dikaz (krok za krokem)

Cilem je vzit si libovolng bod z nasi "velké"koule B(z,r) a ukazat, Ze se kolem néj da
nakreslit "malé"koule, které se cela vejde do té velké.

1. Cil dikazu
Musime ovéfit definici oteviené mnoziny pro nasi mnozinu A = B(z,r). Musime
tedy ukazat, ze: Pro kaZdy bod y € B(z,r) existuje € > 0 takové, ze B(y,e) C
B(z,r).



2. Zvolme libovolny bod y
Necht y je libovolny bod uvnitt nasi velké koule B(x,r).

e Co to znamena? Z definice koule vime, Ze jeho vzdalenost od stiedu z je
d(xz,y) <r.

3. Najdéme polomér e
Potfebujeme najit polomér € pro novou, malou kouli se stiedem y. Jak velky muze
byt?

e Intuitivné, y je od stiedu x vzdaleno d(z, y). "Misto", které zbyva od y k okraji
velké koule B(z,r), je r — d(z,y).
e Zvolme tedy nas novy polomér jako toto zbyvajici misto:
€E=Tr— d(.I, y)
e Protoze d(x,y) < r, je jasné, ze € > 0, coz je pro polomér potieba.

4. Dokazme, ze to funguje
Ted musime dokézat, Ze naSe volba e byla spravna. Chceme ukézat, Zze cela mald
koule B(y, €) lezi uvnitf velké koule B(z, ).

e Jak to ukdzeme? Vezmeme si libovolny bod z z malé koule B(y, €) a dokaZzeme,
ze musi lezet i ve velké kouli B(x,r).

5. Jadro dikazu: Trojtihelnikova nerovnost

e Zvolme tedy libovolny bod z € B(y, €).

e Co 0 z vime? Z definice B(y,€) vime, ze d(y, z) < €.

e Co chceme pro z ukazat? Chceme ukézat, 7e z € B(x,r), tedy Ze d(z,z) <.
Spocitejme d(x, z). Jediny nastroj, ktery méame, je trojahelnikova nerovnost pro

body x,y, z:
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Ted pouzijeme, co vime:
(a) Vime, ze d(y, z) < €. Dosadme to do nerovnosti:
d(z,z) < d(z,y) + €
(b) Vime, jak jsme si € chytfe zvolili: € = r — d(z,y). Dosadme to:
d(z,z) < d(xz,y)+ (r —d(z,y))

(¢) Cleny d(x,y) se odectou:
d(xz,z) <r
6. Zaveér
Pravé jsme ukazali, ze pro libovolny bod z € B(y,€) plati d(z, z) < r. To ale podle
definice znamena, ze z € B(x,r).
e Jelikoz z byl libovolny bod z B(y, €), dokazali jsme, ze B(y,¢) C B(z,r).
e Jelikoz y byl libovolny bod z B(z, ), nasli jsme pro néj €, které spliuje definici
oteviené mnoziny.

e Tim jsme dokézali, Ze mnozina B(z,r) je oteviena.
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Shrnuti a analogie

Ten dikaz je vlastné jen forméalni zapis myslenky "bublina v bubliné". Abstraktni
definice "oteviené mnoziny"tika: MnozZina je oteviend, pokud zadny jeji bod nelezi "na
kraji". At stojis kdekoliv uvnit¥, jsi vZdy obklopen malou "osobni bublinou"(nasi kouli
B(y,€)), ktera je taky cela uvnitf.

U oteviené koule B(x,r) je to ziejmé: pokud stojis v bodé y, tviij polStar € je prosté
vzdalenost od tebe k okraji té velké koule. A trojihelnikova nerovnost je jen matematicky
nastroj, jak tuto intuici rigor6zné dokazat.

Doufam, ze to pomohlo!



