
Úlohy k ṕısemné části zkoušky z Matematické
analýzy 3

16. prosince 2025

1a Vypočtěte bodovou limitu posloupnosti funkćı na intervalu I a zjistěte,
zda posloupnost konverguje na I stejnoměrně.

fn(x) = max{1− |1− nx|, 0}, I = R

1b
fn(x) = min{|1− nx|, 1}, I = R

1c
fn(x) = 2 + exp(−nx), I = (0,+∞)

1d
fn(x) = x+ exp(−nx), I = (1,+∞)

1e

fn(x) =
1

1 + exp(−nx)
, I = R

1f
fn(x) = sinn(x), I = (0, 2π)

1g
fn(x) = 2 sinn(x), I = (0, π/3)

1h
fn(x) = 2− sinn(x), I = (−π/2, π/2)

1i
fn(x) = arctg(nx), I = (0,+∞)

1j
fn(x) = arctg(nx), I = (1,+∞)

1k
fn(x) = arctg(x/n), I = (0,+∞)

1l

fn(x) =
1

1 + nx2
, I = (−1, 1)
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1m

fn(x) =
nx2

1 + nx2
, I = (1, 2)

1n*
fn(x) =

nx

1 + n2x2
, I = (−1, 2)

1o*
fn(x) =

nx

1 + nx2
, I = (0, 2)

2a Vypočtěte limity. Svoje výsledky zd̊uvodněte.

lim
n→∞

(
lim
x→1−

xn
)
, lim

x→1−

(
lim
n→∞

xn
)

2b
lim
n→∞

(
lim
x→0

exp(−nx2)
)
, lim

x→0

(
lim
n→∞

exp(−nx2)
)

2c

lim
n→∞

(
lim
x→0+

arctg(nx)

)
, lim

x→0+

(
lim
n→∞

arctg(nx)
)

2d

lim
n→∞

(
lim
x→0−

arctg(nx)

)
, lim

x→0−

(
lim
n→∞

arctg(nx)
)

3a Určete, pro která x ∈ R konverguje a pro která absolutně konverguje
řada

∞∑
k=0

xk

k!

3b
∞∑
k=1

3xk

k2k

3c
∞∑
k=1

5xk

k23k

3d
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
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3e
∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

3f*
∞∑
k=1

1

xk

3g*
∞∑
k=1

1

kx

4a Určete střed a poloměr konvergence mocninné řady. Pro která x ∈ R
řada konverguje a pro která diverguje?

∞∑
n=0

(x+ 1)n

n!

4b
∞∑
n=1

(x− 2)n

n22n

4c
∞∑
n=1

(−x)n

n

4d
∞∑
n=0

xn

3n + 4n

4e
∞∑
n=0

xn

2n + 3n + 4n

4f
∞∑
n=0

xn

1 + n2 + n3 + n4

4g
∞∑
n=0

n!

nn
xn
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5a Sečtěte řadu
∞∑
n=1

n+ 1

6n

5b
∞∑
n=1

n

5n

5c
∞∑
n=1

n− 3

4n

5d*
∞∑
n=1

n(n+ 1)

2n

5e*
∞∑
n=1

n2

2n

6a Ukažte, že v metrickém prostoru (R, %eukl)

otevřený interval (a, b) je otevřená množina,

6b otevřený interval (a, b) neńı uzavřená množina,

6c polouzavřený interval [a, b) neńı otevřená množina.

6d polouzavřený interval [a, b) neńı uzavřená množina.

6e uzavřený interval [a, b] je uzavřená množina.

6f uzavřený interval [a, b] neńı otevřená množina.

6g pro x ∈ R je A := {x} uzavřená množina.

6h pro x ∈ R množina A := {x} neńı otevřená.

6i interval [a,∞) je uzavřená množina.

7a Napǐste definici otevřené množiny v metrickém prostoru (M,%) a ukažte,
že

pro x ∈M je množina A := M \ {x} otevřená.

7b Pro a, b, c ∈M je A := M \ {a, b, c} otevřená.
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7c Pro a, b, c ∈M je A := {a, b, c} uzavřená.

7d pro s ∈M , r > 0 je okoĺı B(s, r) otevřená množina.

7e pro s ∈M , r > 0 je množina A(s, r) uzavřená množina.

A(s, r) = {x ∈M : %(x, s) ≤ r}

7f pro s ∈M , r > 0 je množina A(s, r) uzavřená množina.

A(s, r) = {x ∈M : %(x, s) ≥ r}

7g pro s ∈M , r > 0 je množina A(s, r) otevřená množina.

A(s, r) = {x ∈M : %(x, s) > r}

7h M , ∅ jsou otevřené množiny.

7i M , ∅ jsou uzavřené množiny.

8. Uved’te př́ıklad množiny M a bod̊u a, b v metrickém prostoru (R, |·−·|)
(množina reálných č́ısel s euklidovskou metrikou) splňuj́ıćıch uvedenou
vlastnost.

Připojte d̊ukaz, že uvedený bod má požadovanou vlastnost. Pokud ta-
kový bod neexistuje, dokažte to.

8a a 6∈M , b ∈M , a i b jsou hromadné body množiny M

8b a 6∈M , b ∈M , a i b jsou hraničńı body množiny M

8c a 6∈M , b ∈M , a i b jsou vnitřńı body množiny M

8d a 6∈M , b ∈M , a i b jsou izolované body množiny M

8e a 6∈M , b ∈M , a i b jsou vnitřńı body doplňku množiny M (nazýváme
je vněǰśımi body množiny M)

8f a je hromadný bod množiny M , ale neńı hraničńı bod množiny M

8g a je hraničńı bod množiny M , ale neńı hromadný bod množiny M

8h* a je vnitřńı bod množiny M , ale neńı hromadný bod množiny M

8i* Úlohu 8h řešte v prostoru s diskrétńı metrikou.
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9a Nalezněte jakou nejmenš́ı a největš́ı hodnotu nabývá funkce f na trojúhelńıku T .

f(x, y) = x2−2x+y2+4y, T = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≤ 0, x−y ≤ 4}

9b

f(x, y) = x2+xy−5x−y, T = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 2x+y ≤ 6}

9c

f(x, y) = x2+xy+2y2−5x−6y, T = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+3y ≤ 9}

9d* Vyřešte úlohu 9a elemenárně bez použit́ı derivace.

10a Vypočtěte limity funkce f v bodě A po všech př́ımkách a určete, co
odtud plyne pro limitu (dvojnou) funkce f v bodě A.

f(x, y) =
x2y

(x− 1)2 + y2
, A[1, 0]

10b

f(x, y) =
x2y − 4y

(x− 2)2 + y2
, A[2, 0]

10c

f(x, y) =
x2y2 − x2

x2 + (y − 1)2
, A[0, 1]

11a Pro funkce f , g a bod A

(a) Vypočtěte gradienty ∇f(A), ∇g(A).

(b) Do jedné soustavy souřadné načrtněte vrtevnice funkćı f , g, které
procházej́ı bodem A. Do bodu A umı́stěte vektory ∇f(A), ∇g(A).

f(x, y) = x2 + y2 − 3x+ 4y, g(x, y) = xy, A[3,−1]

11b
f(x, y) = x2 − 4y, g(x, y) = x− y2, A[−2, 1]

12a Sud má tvar rotačńıho válce bez horńı podstavy. Při daném objemu
sudu určete poměr výšky a poloměru jeho podstavy tak, aby plocha ma-
teriálu potřebného na dno a plášt’ byla minimálńı. Výsledek znázorněte
schematickým náčrtem sudu v nalezených proporćıch.
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12b Z kartonu má být vyrobena otevřená krabice (bez v́ıka) ve tvaru kvádru
o daném objemu V . Dno krabice má tvar obdélńıku se stranami v po-
měru 3:4. Určete takový poměr rozměr̊u krabice (stran dna a výšky),
aby plocha použitého kartonu na dno a stěny byla minimálńı.

12c Plechovka na nápoj má tvar rotačńıho válce o daném objemu V . Před-
pokládejte, že náklady na výrobu jsou př́ımo úměrné celkové ploše
pláště a obou podstav plechovky a že materiál je všude stejně drahý.
Určete takový poměr rozměr̊u plechovky (výšky a poloměru podstavy),
pro který je tato plocha minimálńı. Výsledek znázorněte schematickým
náčrtem plechovky v nalezených proporćıch.

12d Válcový zásobńık na vodu má daný objem V a je zateplen izolačńı
vrstvou: plášt’ je izolován levněǰśım materiálem, obě podstavy dražš́ım
materiálem, který je třikrát dražš́ı než materiál na plášt’. Určete ta-
kový poměr rozměr̊u zásobńıku (výšky a poloměru podstavy), aby byly
celkové náklady na izolačńı materiál minimálńı. Výsledek schematicky
znázorněte náčrtkem válcového zásobńıku v odpov́ıdaj́ıćıch proporćıch.

12e Plechová nádrž má tvar kvádru o daném objemu V . Dno nádrže má tvar
obdélńıku se stranami v poměru 3:2. Nádrž má v́ıko i dno a všechny
stěny jsou ze stejného plechu. Určete takový poměr rozměr̊u nádrže
(stran dna a výšky), aby byla celková plocha povrchu, a tedy i spotřeba
plechu, minimálńı.

12f* Akvárium zadaného objemu V má tvar kvádru bez horńı stěny. Dno a
jedna z bočńıch stěn jsou z dvojitého skla, které je o 50% dražš́ı než
sklo použité na ostatńı stěny. Určete takový poměr rozměr̊u akvária
(rozměr̊u dna a výšky), aby byla celková cena použitého skla minimálńı.

13. Pro zadanou funkci f a bod A

(a) Ukažte, že je funkce f diferencovatelná v bodě A.

(b) Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě A.

A[2, 3], f(x, y) =
5xy − (x+ y)2√

2x− y2 + 6

14a Pro zadaný obrazec O a funkci f vypočtěte objem tělesa

T = {[x, y, z] ∈ R3 : [x, y] ∈ O, z ∈ [0, f(x, y)]}.

Dále určete maximum a minimum funkce f na množině O.
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Tyto hodnoty pak použijte k výpočtu dolńıho a horńıho odhadu objemu
tělesa T .

O = [0, 2]× [0, 3], f(x, y) = y exp(−x)

14b
O = [0, 3]× [0, 2], f(x, y) = (x− 1)2 + y

14c Zde poč́ıtejte jen objem tělesa. Odhady maxima a minima dám př́ıpadně
jako hvězdičkovou variantu.

O = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2, y ≥ 0}, f(x, y) = 2− x2 − y2

14d Zde poč́ıtejte jen objem tělesa. Odhady maxima a minima dám př́ıpadně
jako hvězdičkovou variantu.

O = {[x, y] ∈ R2 : x2+y2 ≤ 8, y ≥ 0, x ≥ 0}, f(x, y) = exp(−x2−y2)
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