['Jlohy k pisemné casti zkousky z Matematické
analyzy 3
16. prosince 2025

la Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti funkei na intervalu I a zjistéte,
zda posloupnost konverguje na I stejnomérné.

fn(z) = max{1 — |1 — nxl,0}, I=R

1b
fn(x) = min{|1 — nz|, 1}, I=R
1c
fn(z) =2 + exp(—nz), I =(0,400)
1d
fn(x) = + exp(—nzx), I=(1,400)
le
fe)= L I-R
" 1 + exp(—nzx)’
1f
fn(z) = sin™(z), = (0,2m)
1g
fn(z) = 2sin"(2), I =(0,7/3)
1h
fu(z) =2 —sin"(z), I =(—7/2,7/2)
1i
fn(x) = arctg(nx), I = (0,400)
1]
fn(x) = arctg(nx), I =(1,400)
1k
fn(x) = arctg(xz/n), I =(0,4+00)
11 ]
falz) = T I=(-1,1)
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2a Vypoctéte limity. Svoje vysledky zduvodnéte.

lim | lim z" |,
n—oo \ x—1-

2b
lim <lim exp(—nx2)> :
n—oo \z—0
2c
71113010 (JE& arctg(nx)) :
2d

n—oo \ z—0—

lim (lim arctg(naj)) :

3a Urcete, pro ktera = € R konverguje a pro ktera absolutné konverguje
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4a Urcete stied a polomér konvergence mocninné fady. Pro kterd z € R
fada konverguje a pro kterd diverguje?
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Ukazte, ze v metrickém prostoru (R, geu)

otevieny interval (a,b) je oteviend mnozina,
otevieny interval (a,b) neni uzaviend mnozina,
polouzavieny interval [a, b) neni oteviend mnozina.
polouzavieny interval [a, b) neni uzaviend mnozina.
uzavieny interval [a, b] je uzaviend mnozina.
uzavieny interval [a, b] neni oteviend mnozina.

pro z € R je A := {z} uzaviend mnozina.

pro € R mnozina A := {z} neni oteviend.
interval [a, 00) je uzaviend mnozina.

Napiste definici oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, o) a ukazte,
ze
pro z € M je mnozina A := M \ {z} oteviena.

Pro a,b,c € M je A:= M \ {a,b, c} oteviena.
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Pro a,b,c € M je A :={a,b,c} uzaviens.
pro s € M, r > 0 je okoli B(s,r) oteviend mnozina.
pro s € M, r > 0 je mnozina A(s,r) uzaviend mnozina.

A(s,r)={x € M : o(z,s) <r}

pro s € M, r > 0 je mnozina A(s,r) uzaviend mnozina.

A(s,r)={x e M : o(z,s) >r}

pro s € M, r > 0 je mnozina A(s,r) oteviend mnozina.

A(s,r)={x e M : o(x,s) >r}

M, ) jsou oteviené mnoziny.
M, () jsou uzaviené mnoziny.

Uved'te priklad mnoziny M a bodu a, b v metrickém prostoru (R, |-—-|)
(mnozina redlnych ¢isel s euklidovskou metrikou) spliujicich uvedenou
vlastnost.

Pripojte dukaz, ze uvedeny bod ma pozadovanou vlastnost. Pokud ta-
kovy bod neexistuje, dokazte to.

a¢ M,be M, aib jsou hromadné body mnoziny M
a¢ M,be M, aib jsou hraniéni body mnoziny M
a M,be M, aib jsou vnitini body mnoziny M
a¢g M,be M, aib jsou izolované body mnoziny M

a M,be€ M, aib jsou vnitini body dopliku mnoziny M (nazyvame
je vnéjsimi body mnoziny M)

a je hromadny bod mnoziny M, ale neni hranié¢ni bod mnoziny M
a je hrani¢ni bod mnoziny M, ale neni hromadny bod mnoziny M
a je vnittni bod mnoziny M, ale neni hromadny bod mnoziny M

Ulohu 8h feste v prostoru s diskrétni metrikou.



9a Naleznéte jakou nejmensi a nejvétsi hodnotu nabyva funkce f na trojuhelniku 7.
flz,y) =2 —220+y*+4y, T={[z,y]cR*:2>0,y<0,z—y <4}

9b
f(z,y) =2 +ay—Sz—y, T={[z,y]€R*:2>0,y>022r+y <6}

9c
f(z,y) = 2*+ay+2y*—52—6y, T ={[z,y] €R?*:2>0,y>0,2+3y <9}

9d* Vyfeste tlohu 9a elemendrné bez pouziti derivace.

10a Vypoctéte limity funkce f v bodé A po vSech ptimkach a urcete, co
odtud plyne pro limitu (dvojnou) funkce f v bodé A.

2
f(x,y) = m, A[L, 0]
10b ) A
f(z,y) = %7 A[2,0]
10c - )
X — X
flz,y) = m’ A[0, 1]

11a Pro funkce f, g a bod A
(a) Vypoctéte gradienty Vf(A), Vg(A).

(b) Do jedné soustavy souradné nacrtnéte vrtevnice funkei f, g, které
prochdzeji bodem A. Do bodu A umistéte vektory V f(A), Vg(A).

flr,y) =2 +y* =3z +4y, g(z,y) =2y, A[3,—1]

11b
f<x>y) :.T2—4y, g(xvy) :$—y2, A[_Qal]

12a Sud ma tvar rotacniho valce bez horni podstavy. Pii daném objemu
sudu urcete pomér vysky a poloméru jeho podstavy tak, aby plocha ma-
teridlu potfebného na dno a plast byla minimdlni. Vysledek zndzornéte
schematickym nac¢rtem sudu v nalezenych proporcich.
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Z kartonu ma byt vyrobena oteviend krabice (bez vika) ve tvaru kvadru
o daném objemu V. Dno krabice mé tvar obdélniku se stranami v po-
méru 3:4. Urcete takovy pomér rozmeéru krabice (stran dna a vysky),
aby plocha pouzitého kartonu na dno a stény byla minimalni.

Plechovka na ndpoj mé tvar rotacniho valce o daném objemu V. Pred-
pokladejte, ze naklady na vyrobu jsou piimo umeérné celkové plose
plasté a obou podstav plechovky a ze material je vSude stejné drahy.
Urcete takovy pomér rozméru plechovky (vysky a poloméru podstavy),
pro ktery je tato plocha minimalni. Vysledek znazornéte schematickym
nacrtem plechovky v nalezenych proporcich.

Vélcovy zasobnik na vodu méa dany objem V a je zateplen izola¢ni
vrstvou: plast je izolovan levnéjsim materidlem, obé podstavy drazsim
materidlem, ktery je tiikrat drazsi nez materidl na plast. Urcete ta-
kovy pomér rozmeéru zasobniku (vysky a poloméru podstavy), aby byly
celkové néklady na izolaéni materidl minimélni. Vysledek schematicky
znazornéte nacrtkem valcového zasobniku v odpovidajicich proporcich.

Plechova nadrz ma tvar kvadru o daném objemu V. Dno nadrze ma tvar
obdélniku se stranami v poméru 3:2. Nadrz ma viko i dno a vSechny
stény jsou ze stejného plechu. Urcete takovy pomeér rozméru nadrze
(stran dna a vysky), aby byla celkové plocha povrchu, a tedy i spotieba
plechu, minimalni.

Akvarium zadaného objemu V' ma tvar kvadru bez horni stény. Dno a
jedna z boc¢nich stén jsou z dvojitého skla, které je o 50% drazsi nez
sklo pouzité na ostatni stény. Urcete takovy pomér rozmeéru akvaria
(rozméru dna a vysky), aby byla celkova cena pouzitého skla minimalni.

Pro zadanou funkci f a bod A

(a) Ukazte, ze je funkce f diferencovatelnd v bodé A.

(b) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodé A.

_ Bay — (z+y)?
V2 —y?+6

Pro zadany obrazec O a funkci f vypoctéte objem télesa

A28, f(z,y)

T ={[z,y.2] e R’ : [z,y] € 0,2 € [0, f(z,y)]}.

Dale urcete maximum a minimum funkce f na mnoziné O.



Tyto hodnoty pak pouzijte k vypoctu dolniho a horniho odhadu objemu
télesa T'.

0= [07 2] X [07 S]a f(ZL‘, y) = yexp(—m)

14b
0=10.3x[0,2, fla.y) = (-1 +y

14c Zde pocitejte jen objem télesa. Odhady maxima a minima dam ptipadné
jako hvézdickovou variantu.

O={[r,y] eR*:2* +¢* <2,y >0}, fla,y)=2—2>—

14d Zde pocitejte jen objem télesa. Odhady maxima a minima dam ptipadné
jako hvézdickovou variantu.

O={[z,y] eR*: 2’ +9* <8 y>0,2>0}, f(z,y)=-exp(—2>—y?)



