Derivace funkei dvou (a vice) proménnych
text pro studenty ucitelstvi matematiky

FP TUL

1 Derivace funkce jedné proménné

Nejprve si pfipomenme souvislost mezi existenci derivace a lokalni aproximaci funkce
linearni funkei. Tato myslenka bude klicova pro zavedeni derivace funkei vice proménnych.
Véta 1. Funkce f : R — R je diferencovatelnd v bodé xq € R prdave tehdy, kdyz existuje

k € R takové, Ze plati
lim f(@) = f(wo) — k(x — )

T—T0 T — X

= 0.

Diikaz. Dikaz provedeme ve dvou krocich (ekvivalence).

1. (=) Predpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé xg, tedy existuje vlastni
derivace f'(xg). Polozme k = f'(zy). Pak limitu upravime:

lim (M—k) G Rl )

T — X T—T0 T — Zo

—k= f/(l'o) — f/(iL'o) =0.
Tr—xTQ

2. (<) Predpokladejme, Ze existuje k € R spliujici uvedenou limitni podminku. Upravme

limitu z definice derivace:

f(z) = f(xo) — Lm (f(x) — J(@o) — k(z — x0) —|—k> .

T — X9

lim
Tr—x0 xr — J}O T—T0

Diky linearité limity a predpokladu, Zze prvni ¢ést vyrazu jde k nule, dostavame:
0+ k=kF.

Limita podilu prirustki existuje a je rovna k. Funkce je tedy diferencovatelna a plati
f(xo) = k. O

Funkci f mtzeme v okoli bodu zy vyjadiit pomoci Taylorova polynomu stupné 1 a jeho
zbytku R(x):
f(x) = f(xo) + f'(wo)(w — xo) +R(x).

N S

-~

Ti(z)
Podminka z predchozi véty (kde k = f'(zo)) ma pak pro zbytek R(z) tvar:
im )

r—x0 L — xo

=0.
To interpretujeme tak, ze zbytek R(x) klesa k nule ,rychleji nez linearni vyraz (x — xo).
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2 Funkce z R do R? (Parametrické kiivky)

Funkce jedné proménné s hodnotami v R? obvykle popisuji parametrické kiivky v roviné.
Uvedme si tii zakladni priklady.

Priklad 1. Parametrické rovnice primky zadané bodem A = [xg,yo] a smérovgm
vektorem § = (s, S,):

x(t) =20+ Sz - t
y(t) =yo+s,-t, teR.

Priklad 2. Parametrické rovnice kruzZnice se stiedem v pocdatku a polomérem r = 2:

x(t) = 2cost
y(t) = 2sint, t € (0,2n).

Priklad 3. Parametrické rovnice elipsy se stiedem v bodé A = [xo,y0] a poloosami
a,b:

x(t) = xg + acost

y(t) = yo + bsint, t € (0,2m).

Derivace a Taylortv polynom pro vektorové funkce

Uvazujme nyni obecnou kfivku danou parametrickymi rovnicemi = = z(t),y = y(t).
Miizeme ji chapat jako vektorovou funkei f : R — R

x'(t
= (56))
Tento vektor f'(ty) predstavuje teény vektor ke kfivce v bodé t.
Aplikujeme-li Taylortiv rozvoj prvniho stupné na kazdou slozku zvlast, dostavame:
2(t) = (to) + 2/ (t0) (t — to) + Ra(t),
y(t) = y(to) + v (to)(t — to) + Ry ().

Ve vektorovém zapisu to vypada nasledovné:

£(t) = £(to) + F'(o)(f — o) + R(), kde R(t) = (Rf(t)) |

z teorie funkei jedné proménné (viz sekce 1) vime, Ze pro slozky zbytku plati:

lime—@):0 mRy—(t)

t—to t — o t—to t — 1o

=0.



Nyni odvodime, Ze i velikost (norma) vektoru zbytku |R(#)|| jde k nule rychleji nez |t —to|.
Chceme ukazat, ze:

IROI
t—to ]t —to]
Odvozeni:
z/ R2 + R2 RQ t 2 2
lim y< ) = lim Rot) + { lim Ry—(t) )
t—to |t — tol Hto (t — to (t —to)? t—to t — £ t—to t — £

Protoze obé limity pod odmocninou jsou rovny nule, je i celkova limita rovna nule. Tim
jsme dokazali, Ze linedrni aproximace te¢nym vektorem je ,,dobra“ i ve smyslu euklidovské
vzdalenosti v R,

3 Derivace funkce dvou proménnych

Pfirozenym zobecnénim derivace funkce jedné proménné pro funkci f : R? — R nenf
pouhd existence parcialnich derivaci (které zkoumaji zmény jen ve smérech os), ale exis-
tence linearni aproximace funkce v daném bodé.

Definice 1 (Diferencovatelnost a totalni diferencial). Rekneme, Ze funkee f (z,y) je dife-
rencovatelnd v bodé A = [xg,yol, jestlize existuje linedrni zobrazeni L : R* — R (linedrni
forma) takové, Ze

L F(A+h) — f(4) — L
h—0 | h]

kde h = (hy, hy) je vektor priristku a ||h| = \/h? + h3. Linedrni zobrazeni L nazjvdme

totdlnim diferencidlem (nebo derivaci) funkce f v bodé A a znacime df (A) nebo f'(A).

=0,

ProtoZe L je linearni zobrazeni z R? do R, musi mit tvar
L(h) = Clhl + Cghz,

kde ¢, co € R jsou konstanty. Nyni odvodime, ¢emu se tyto konstanty musi rovnat.

Nutna podminka diferencovatelnosti

Predpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé A. Zkoumejme limitu z definice
po specidlnich cestach — ve sméru souradnicovych os.

1. Zvolme h = (hy,0), kde hy — 0. Pak [|h|| = |h1|. Dosazenim do limitni podminky
dostavame:
lim f(xo + hi,90) — [0, y0) — (c1hs + ¢z - 0)
h1—0 |h1]
Pokud tuto limitu pfepiSeme bez absolutni hodnoty (pro hy > 01 hy < 0 musi vyjit 0),
zjistime, Ze to je presné definice parcialni derivace podle x minus c¢y:

=0.

lim f(Z'O‘i’hlayO)_f(-TanO)_ S0 — o = 0f< A).
h1—0 hl ox
2. Analogicky volbou h = (0, hy) odvodime, Ze c; = g—i(A).

Zavér: Pokud diferenciél existuje, je jednozna¢né urcéen gradientem funkce:

L) = 2L (s + L = V1) b



Postacujici podminka diferencovatelnosti

Samotné existence parcialnich derivaci k diferencovatelnosti nestaci (negarantuje dobrou
aproximaci v jinych smérech nez osach). Musime pfidat pozadavek na jejich spojitost.
Véta 2. Necht md funkce f v jistém okoli bodu A = [xg,yo| parcidlni derivace % a 3—5 a
necht jsou tyto parcidlni derivace v bodé A spojité. Pak je funkce f v bodé A diferencova-

telnd.

Diikaz. Chceme ukézat, ze limita

v f(@wo + hu, o + ha) — f(wo,y0) — (A by — GL(A)hy

= lim
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

je rovna nule. Vyraz v ¢itateli (pFirtistek funkce) rozepiseme tak, abychom se pohybovali
vzdy jen v jedné souradnici (pri¢teme a odecteme ,mezibod* f(zo + hi,v0)):

f(@othy, yothe)—f(zo, yo) = [f (w0 + b1, yo + ha) — f(wo + ha,yo)] + [f (w0 + ha, yo) — f (0, 30)] -

7 .

g g

Ay Ay

Na tyto rozdily aplikujeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkce jedné pro-
ménneé:

e Pro A, (ménf se jen y, z je fixni zy + hy): Existuje 6, € (0,1) tak, ze

0
Ay = a—f(xo + hi,yo + O2h2) - he.
)
e Pro A, (méni se jen x): Existuje 6; € (0,1) tak, ze

0
A, = a—i(lﬂo +01h1,90) - .

Dosadime do limity V. Citatel zZlomku bude vypadat takto (sdruzime ¢leny s hy a hs):

(%(SUO + 01h1,y0) — g_ij(/l)> hy + (g—i(l‘o + hi1, Yo + O2h) — %<A)) hs.

Oznacme zavorky jako ,chyby“ €, a 9. Diky predpokladu spojitosti parcialnich derivaci
v bodé A plati, ze pro (hy,hy) — (0,0) jdou ey — 01iey — 0.

Limitu V' nyni miZzeme odhadnout:

|€1h1 + €2h2’ |h1‘ |h2’
VI == <lalm=r+ lea] 0=
[[h] i [l
Protoze podil “(}Lfﬂl je vzdy mensi nebo roven 1, mame
Tim je véta dokazana. [



Tecna rovina a Tayloriv polynom

Pokud je funkce f v bodé A = [z, yo] diferencovatelna, mizeme graf funkce v okoli tohoto
bodu aproximovat te€nou rovinou.

Rovnice tecné roviny ke grafu funkce z = f(z,y) v bodé dotyku T = [xq, o, f (%0, yo)] ma
tvar:

= fleo,n) + LA —20) + S A - 0),

Prava strana této rovnice predstavuje Taylortiv polynom 1. stupné funkce f v bodé
A, ktery zna¢ime T3 (X), kde X = [z, y]:

T00) = () + 5L = 20) + 5 ()~ w).

Funkei f pak muzeme vyjadiit jako soucet tohoto polynomu a zbytku R(X):
f(X)=T1(X)+ R(X).

Klicovou vlastnosti diferencovatelné funkce je chovani tohoto zbytku. Z definice diferenco-
vatelnosti (viz predchozi sekce) plyne, Ze zbytek konverguje k nule rychleji nez vzdéalenost

od bodu A: R(X)
lim ————— = 0.
X —ay Y

4 Derivace slozené funkce a derivace ve sméru

Nyni propojime znalosti o kiivkach v roviné (vektorové funkce jedné proménné) s funkcemi
dvou proménnych.

Véta 3 (Retizkové pravidlo). Necht funkce f : R* — R je diferencovatelnd v bodé A.
Necht g : I — R? je hladkd krivka (funkce t — [z(t),y(t)]) takovd, Ze pro jisté to plati
g(to) = A. Pak slozend funkce F(t) = f(z(t),y(t)) md v bodé ty derivaci a plati:

of

F'(to) = 5-(A) - 2'(to) + 8—y(A) -9/ (to)-

Vektorové lze tento vztah zapsat pomoci gradientu funkce f a tecného vektoru krivky g:
F'(to) = Vf(A) - g'(to).

Tento vzorec tika, Ze okamzita zména hodnoty funkce podél kiivky je dédna skalarnim
sou¢inem gradientu (jak se funkce méni v prostoru) a rychlosti pohybu po kiivce.

Derivace ve sméru

Jako specidlni pfipad Tetizkového pravidla muzeme zavést derivaci ve sméru. Predstavme
si, ze bod A opoustime po piimce ve sméru jednotkového vektoru u = (u, us). Paramet-
rické rovnice takového pohybu jsou:

g(t) = A+ tu = [xg+ tus, yo + tusl.



Vsimnéme si, Ze derivace (te¢ny vektor) této cesty je pfimo g'(t) = u.

Rychlost zmény funkce f v tomto sméru (pro ¢t = 0) nazyvame derivaci ve sméru u a
znacime D, f(A). Z Fetizkového pravidla plyne:

_of

Duf(A) =Vf(4) - u= o

5 Geometricky vyznam gradientu a vrstevnice

Abychom plné pochopili chovani funkce dvou proménnych, pfipomenme si vlastnosti ska-
larniho soucinu, ktery hraje v predchozich vzorcich hlavni roli.

Skalarni soucin a thel vektoru

Skalarni sou¢in dvou vektorii a, b je definovan jako a - b = ||al|||b]| cos ¢, kde ¢ je thel,
ktery vektory sviraji. Znaménko skalarniho soucinu zavisi pouze na kosinus thlu:

e a-b>0 <= thel je ostry (¢ < 90°). Vektory mif{ ,zhruba stejnym smérem*.
e a-b <0 <= thel je tupy (¢ > 90°). Vektory mifi ,proti sobé&".
e a-b=0 <= vektory jsou na sebe kolmé (¢ = 90°).

Protoze derivace ve sméru u je déna vztahem D, f(A) = Vf(A) - u, mizeme Fici:

e Funkce roste nejrychleji, kdyz je tithel mezi smérem pohybu a gradientem nulovy
(smér gradientu).

e Funkce klesa nejrychleji, kdyz jdeme proti sméru gradientu.

e Hodnota funkce se neméni, pokud je smér pohybu kolmy na gradient.

Vrstevnice a gradient

Definice 2. Vrstevnici funkce f(z,y) na drovni ¢ € R rozumime mnoZinu vSech bodi v
rovin€, které magi funkcéni hodnotu rovnu c:

%Z{[l}@/] el)f ’ f<$’y> :C}'

Predstavme si vrstevnici jako hladkou kiivku prochézejici bodem A. Pokud se pohybujeme
po této kiivce (tecny vektor pohybu oznacéme t), hodnota funkce f se neméni (je stéle
rovna konstanté ¢). Rychlost zmény funkce ve sméru tecny t tedy musi byt nulova:

Def(A)=Vf(4)-t=0.
Z vlastnosti skalarniho sou¢inu (bod 3 vyse) plyne dulezity geometricky poznatek:
Gradient funkce v bodé A je vidy kolmy k vrstevnici prochazejici timto bodem.

Tato vlastnost nam umoziuje snadno ur¢it smér nejvétsiho spadu v terénu (kolmo na
vrstevnice) nebo konstruovat teény k vrstevnicim, zname-li gradient.

PREDCHOZI TEXT JE OD GEMINI.
A PROTOZE SE GEMINI TVARILO UNAVENE A ZE NA ZAVERU TEXTU ODMITA
PRACOVAT, POZADALA JSEM CHATGPT. ZDE JE JEHO PRODUKT.
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Tecna rovina, Tayloriv polynom a zbytek

v predchozi vété jsme ukazali, ze pro diferencovatelnou funkci f v bodé A = [z, yo]
existuje linearni zobrazeni

L(h) =Vf(A)-h,  h=(h,hy),

takové, ze
L T(A+T) — f(4) — L(h)
h—0 i

Definice 3 (Te¢na rovina ke grafu funkce dvou proménnych). Méjme funkci f: R* — R
diferencovatelnou v bodé A = [xg,yo]. Grafem funkce rozumime mnoZinu bodi

Gr={(z,y,2) €R? 2= f(x,y)}.

Bod na grafu odpovidajici bodu A oznacme

= 0.

PO = (x07y0> f(x(]?yo))'

Tecénad rovina ke grafu funkce f v bodé Py je rovina dand rovnici

of of

z = f(xo,y0) + %(A) (z — o) + 8_y(A) (¥ — vo)-

Vsimnéme si, ze prava strana této rovnice je linedrni aproximace funkce f v bodé A. Tuto
lineadrni aproximaci nazyvame Taylorovym polynomem stupné 1.

Definice 4 (Taylortv polynom stupné 1). Necht je funkce f : R* — R diferencovatelnd
v bodé A = [xg,yo]. Tayloriv polynom stupné 1 v bodé A je funkce

Ti(,) = Flao, o) + 5H(A) (o = 20) + 50 (4) (v = ).

Zbytek oznacime
R(l’,y) = f(xvy) - Tl(x7y>

Véta 4 (Vlastnost zbytku Taylorova polynomu stupné 1). Necht je funkce f diferenco-
vatelnd v bodé A = [xg,yo]. Oznacme h = (hy, hy), kde

hiy = x — o, ha =y — Yo,
a ||h|| = \/h? + h. Pak existuje funkce ¢ : R?* — R takovd, Ze
f(A+h) = f(A) +Vf(A)-h+[hle(h),
kde
lim (h) = 0.
h—0

Jinymi slovy, zbytek R lze psdt ve tvaru

R(A+h) = ||h|le(h), e(h) - 0 proh — 0.

Tato vlastnost je pouze jinym prepsanim definice diferencovatelnosti z predchozi sekce:
fika, ze ,chyba linearni aproximace” je fadové mensi nez samotny prirtistek argumentu.
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6 Retizkové pravidlo a derivace ve sméru

Retizkové pravidlo pro slozenou funkci f(z(t), y(t))

Uvazujme funkci
f:R? >R,

ktera je diferencovatelna v bodé A = [zg, y], a parametrickou kfivku v roviné
r(t) = (z(t),y(t), telCR,

kde z,y : I — R jsou diferencovatelné v bodé t,. Necht

r(to) = (x(to), y(to)) = A.

Definujme slozenou funkci jedné proménné

g(t) = f(x(t),y(t)) = f(r(t)).

Véta 5 (Retizkové pravidlo). Nechl f je diferencovatelnd v bode A = [xo,y0] a x,y jsou
diferencovatelné v bodé to, kde r(ty) = A. Potom je funkce g(t) = f(x(t),y(t)) diferenco-
vatelnd v bod€ ty a plati

0) = 70| = L) + Ly w).

Vektorové lze psdt
g (to) = Vf(A) - r'(to),
kde v'(to) = (2/(to), v/ (to)) je tecny vektor ke kiivce v bodé A.

Ndcrt dikazu. 7z definice diferencovatelnosti mame v okoli bodu A
f(A+h) = f(A)+Vf(A) -h+|hleh), e(h)—o0.
Volime h = r(t) — A. Potom
g(t) — g(to) = f(x(t)) — f(A) = Vf(A) - (x(t) — A) + |[x(t) — Alle(x(t) — A).

Po vydéleni ¢t — ¢y a prechodu k limité ¢ — ¢, vyuzijeme existenci derivace r'(ty) a fakt, ze
lr(t) — Al = O(|t — to]), aby se ¢len s € ,ztratil“. Dostaneme ¢'(tg) = Vf(A) - r'(ty). O

Derivace ve sméru

Derivaci ve sméru lze chapat jako specialni pripad fetizkového pravidla, kdy vnitini kiivka
je primka prochazejici bodem A ve sméru zvoleného vektoru.

Definice 5 (Derivace ve sméru). Necht f : R? - R a A = [xg,90]. Necht u = (uy, us)
je smérovy vektor délky 1 (jednotkovy vektor). Derivaci funkce f v bodé A ve sméru
vektoru u definujeme jako limitu

Do)ty LA 10 = (A

t—0 t ’

pokud tato limita existuje.



Vsimnéme si, ze zde vystupuje slozena funkce g(t) = f(A + tu), coz je presné situace
z Tetizkového pravidla s parametrickou primkou

r(t) = A+tu.

Véta 6. Necht je funkce f diferencovatelnd v bodé A au je jednotkovy vektor. Pak derivace
ve smeéru u existuje a

Dy f(A) =Vf(A) u
Diikaz. Pouzijeme Fetizkové pravidlo pro ¢(t) = f(A + tu). Mame

g(0) =Vf(4)-r'(0),
kde r(t) = A+ tu, tedy r'(0) = u. z definice derivace ve sméru je ale

gl(o) = Duf(A)7

proto

Duf(4) = Vf(4) - u.

O

z geometrického hlediska tedy derivace ve sméru u udava, jak rychle se méni hodnoty
funkce, kdyz se v bodé A pohybujeme ve sméru vektoru u.

7 Skalarni soucin, gradient a vrstevnice

Skalarni soucin a tihel mezi vektory

Definice 6 (Skalarni soucin vektort v R?). Pro vektory v .= (vi,v2) a w = (wy,wy)
v rovin€ definujeme skaldrni soucin jako

VW = 01w + UaWs.

Skalarni sou¢in ma znamou geometrickou interpretaci:
v w = [[v[[[w]|cos e,
kde ¢ je thel mezi vektory v a w a ||v|| je eukleidovska norma (délka) vektoru v.

z tohoto vztahu plyne, Ze

v-w=0 <= cosp=0 <= @zg,

tj. skalarni sou¢in je nulovy pravé tehdy, kdyz jsou vektory navzajem kolmé (ortogonalni).

Vrstevnice funkce dvou proménnych

Definice 7 (Vrstevnice). Necht f : R* — R a ¢ € R. Vrstevnici (nebo mnoZinou
stejné vysky) funkce f pro hodnotu ¢ nazgvime mnoZinu

K. ={(x,y) € R* f(zx,y) =c}.
Pokud f(A) = ¢, Tikame, Ze bod A lezi na vrstevnici K..
Vrstevnice si muzeme predstavit jako tsecky ,mapy*: spojuji body v roviné, kde ma funkce

stejnou hodnotu (napf. stejnou nadmoiskou vysku).
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Gradient a jeho vztah k vrstevnici
Ukazme nyni, jak souvisi gradient funkce s vrstevnicemi.

Zvolme bod A = [zq, yo] tak, ze f(A) = ¢, tedy A € K., a predpokladejme, Ze f je v bodé
A diferencovatelna a V f(A) # 0.

Necht r(t) je parametrické vyjadieni ¢asti vrstevnice K, v okoli bodu A tak, ze

r(tg) = A, f(r(t)) = ¢ pro vsechna t v okoli to.

Pak slozena funkce
g(t) = f(r(t))

je konstantni: g(t) = c. Jeji derivace v bodé ¢y je tedy nulova:
gl<t0) = 0.

Na druhou stranu podle Fetizkového pravidla plati

g'(to) = Vf(A) - x'(to),
kde 1/(to) je tecny vektor ke kiivce (vrstevnici) v bodé A. Dostavame tedy

Vf(A) T (o) = 0.

To znamené, Ze gradient je kolmy na teény vektor k vrstevnici v bodé A.
Véta 7. Necht [ je diferencovatelnd v bodé A a V f(A) # 0. Potom je vektor V f(A)
kolmy ke kazdému tecnému vektoru k vrstevnici K., kde ¢ = f(A), v bodé A. Jinak ie-

ceno, gradient funkce v bodé A je normadlovym vektorem vrstevnice prochdzejici
bodem A.

Spojime-li tuto vétu s vysledkem o derivaci ve sméru, ziskdme i dilezitou interpretaci:
gradient ukazuje smér nejvétsiho rustu funkce a jeho velikost udéva, jak rychle se funkce
v tomto sméru méni. Naopak ve smérech kolmych na gradient (tj. podél vrstevnice) se
hodnota funkce v prvnim pfibliZzeni neméni — derivace ve sméru teéného vektoru k vrs-
tevnici je nulova.
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