Metrické prostory: Zakladni pojmy

Ucebni text pro studenty ucitelstvi matematiky

1 Dikaz véty o omezenosti kompaktni mnoziny

Definice 1.1 (Omezend mnozina). Necht (M, d) je metricky prostor. Rekneme, 7e podmnoZina
A C M je omezena, jestlize je obsazena v néjaké oteviené kouli.

A je omezend <= (dzg € M)(3r > 0)(A C B(zo, 1))

Véta 1.2 (Kompaktni mnoZina je omezend). Necht (M,d) je metricky prostor. Je-li mnoZina
A C M kompaktni, pak je A omezend.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem.

Predpokladejme, Ze A je kompaktni, ale neni omezena.
(Pokud A = 0, je trividlné omezena. Piedpokladejme tedy A # ().)
Zvolme libovolny bod z1 € A.

Jelikoz A neni omezena, nemize byt obsazena v zadné kouli. Specialné, A Z B(z1,1). Musi
tedy existovat bod zo € A takovy, ze xo ¢ B(x1,1), tj. d(x1,z2) > 1.
Podobné, A Z B(x1,2). Musi tedy existovat bod xz3 € A takovy, Ze d(x1,x3) > 2

Pokra¢ujeme induktivné: pro kazdé n € N (kde n > 1) plati, Ze A neni obsaZena v kouli
B(z1,n — 1). Proto existuje bod x,, € A takovy, ze d(z1,x,) > n — 1.

Timto postupem jsme zkonstruovali posloupnost {z, }7° ; prvki z A.
Nyni ukaZzeme, Ze z této posloupnosti nelze vybrat konvergentni podposloupnost.

Pfipomenme, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovskd. Pokud tedy {z,} nema
zéddnou cauchyovskou podposloupnost, nemiize mit ani konvergentni.

Zvolme libovolnou podposloupnost {z,, }3,. Pro dva rizné indexy k < j plati ny < n;.
7 konstrukce na$i posloupnosti mame:

— d(z1,7p,;) > nj —1

— d(w1,2n,) > np — 1

Pouzijeme trojihelnikovou nerovnost (v obraceném tvaru):
d(':rnk?xnj) > ’d(xlﬂ xnk) - d(xla xnj)‘

(Toto nam nedéava dostatecny odhad. Zkusme jinak.)



Pouzijeme trojihelnikovou nerovnost piimo:
d(x1, Tn;) < d(21, Tny, ) + d(Tp,, Tn;)
d(:l?nk, xnj) > d((L‘l, :I:nj) - d(xla xnk)

Z nasi konstrukce mame d(x1,z,;) > nj — 1. Bod @y, je také prvkem A, ale nevime, jak je
daleko od z;. Konstrukce posloupnosti byla chybné.

Oprava diitkazu (spravna konstrukce posloupnosti):

Predpokladejme, Ze A neni omezena.

Zvolme z1 € A.

A Z B(x1,1), takze existuje zg € A takovy, ze d(z1,x2) > 1.

Mnozina {z1, z2} je kone¢na, tedy omezena. Existuje ro > 0 takové, ze {z1,z2} C B(x1,72).

ProtoZe A neni omezené, A € B(x1,r2 + 1). Existuje x5 € A takovy, Ze d(x1,x3) > ro + 1.
To ale nezarucuje vzdalenost od xs.

Oprava dikazu (standardni konstrukce):
Predpokladejme sporem, ze A je kompaktni a neni omezena.
Zvolme libovolny =1 € A.

Protoze A € B(x1,1), existuje z3 € A s d(z1,x2) > 1.

Protoze A € B(z1, max(1,d(z1,x2))+1), existuje x3 € A takovy, ze d(z1,x3) > max(1,d(z1,x2))+
1. To je stale Spatné.

Oprava ditkazu (nejjednodussi konstrukce):

Predpokladejme sporem, ze A je kompaktni a neni omezena.

Zvolme libovolny bod p € M (nemusi byt v A).

Protoze A neni omezena, A Z B(p,r) pro zadné r > 0.

Speciélné pro r =1, A € B(p,1). Existuje z1 € A tak, Ze d(p,z1) > 1.
Pror =2, AZ B(p,2). Existuje x5 € A tak, Ze d(p, z2) > 2.
Induktivné: pro kazdé n € N existuje x,, € A tak, ze d(p,z,) > n.
Tim jsme zkonstruovali posloupnost {z,} C A.

Protoze A je kompaktni (dle predpokladu), musi z {x, } existovat vybrana podposloupnost
{zp, } konvergujici k néjakému bodu z € A.

Kazda konvergentni posloupnost je omezenéd (coz je znamo z analyzy, ale zde jsme to
nedokazovali. DokaZeme, Ze je cauchyovska).

Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Tedy {zy, } je cauchyovska.

Pro ¢ = 1 musf existovat K takové, ze pro viechna k,j > K plati d(xp,, vn;) < 1.



7 trojuhelnikové nerovnosti ale mame:
d(‘rnk’ xnj) > ’d(p, xnk) - d(p, (L‘n])‘

Z konstrukce vime, ze d(p, z,) > n. Tedy d(p, vp,) > ng, a d(p, zn;) > nj.

Predpokladejme k < j, pak ng < n;.
d(xnk,xnj) Z ‘d(pvxnj) - d(p7 xnk)| 2 d(pa xnj) - d(pa xnk)

(Toto opét nevede ke sporu, protoze nevime, jak velky je d(p, zy,)).
Oprava diikkazu (finalni pokus):

Predpokladejme sporem, Zze A je kompaktni a neni omezena.

Zvolme libovolny x; € A.

A & B(x1,1), takze existuje o € A s d(z1,x2) > 1.

A EZ B(x1,d(x1,22) + 1), takZe existuje x3 € A s d(x1,x3) > d(x1,22) + 1.

Induktivné: mame-li xy, . .., z,, mnozina A neni omezena, takze A Z B(x1, max;<p d(r1,x;)+
1). Existuje zp41 € A s d(z1, Tpt1) > max;<y, d(z1, ;) + 1.

Tim mame posloupnost {z,} C A. Pro n < m plati:

d(x1, ) > max d(xy,z;) +1>d(z1,2,) + 1
i<m—1

Tedy d(x1,xy) — d(z1,2,) > 1.
Z trojuhelnikové nerovnosti: d(zp, Tm) > |d(z1, 2n)—d(21, Tm)| = d(z1, Tm)—d(z1, 1) > 1.
Posloupnost {z,} ma tedy tu vlastnost, ze d(xy, z,,) > 1 pro libovolné n # m.

Takova posloupnost nemize obsahovat cauchyovskou podposloupnost (pro e = 1 nikdy
nesplni definici).

Pokud podposloupnost neni cauchyovska, nemuze byt ani konvergentni.

To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze A je kompaktni (Definice ??), protoZe z posloupnosti
{zn} C A musi jit vybrat konvergentni podposloupnost.

N&s pocateéni predpoklad (ze A neni omezené) byl chybny.

Mnozina A musi byt omezena.



