Extrémy funkci dvou (a vice) proménnych

shrnuti a priklad
text pro studenty ucitelstvi matematiky

FP TUL

1 Shrnuti teoretickych poznatkt

Jak jsme si ukédzali v predchozich kapitolach, pro spojité funkce na metrickych prostorech
(specialné na R?, piipadné obecndji na R™) plati nékolik kli¢ovych vlastnosti, které jsou
zasadni pro TeSeni optimaliza¢nich tloh:

e Spojitost parcialnich funkci: funkce f(z,y) = z, g(z,y) = y jsou spojité na
celém svém definicnim oboru R?. Spojitost funkce f jsme dokézali na prednasce,
ditkaz spojitosti funkce g ¢ekéd na cviceni.

e Plati véta o spojitosti a aritmetickych operacich: Jsou-li funkce f a g (de-
finované na R? s hodnotami v R) spojité v bodé [zg,yo], pak jsou v tomto bods
spojité i funkce f+g, f—g a f-g. Je-li navic g(xg, y0) # 0, je v tomto bodé spojita
i funkce f/g.

e 7 predchozich bodu plyne Spojitost polynomi: Polynomiélni funkce vice pro-
ménnych (napi. f(z,y) = 2? —x + 3y?) jsou spojité na celém svém definiénim oboru
(v tomto p¥ipadé na R?, obecnéji na R™).

e Plati véta o spojitosti slozené funkce: Necht f : R — R je spojita v bodé A
a g: R — R je spojitda v bodé f(A). Pak sloZena funkce h = g o f (definovana jako
h(X) =g(f(X))) je spojita v bodé A.
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e Spojitost slozit&jsich funkci: Kombinaci zakladnich spojitych funkei (jako f(x,y) =
r a g(z,y) =y) , véty o aritmetickych operacich a véty o spojitosti sloZené funkce,
muzeme odvodit spojitost Siroké tiidy funkci. Napiiklad:

— Funkce hy(z,y) = 2* je spojita. MiZzeme ji chapat jako slozen{ funkce g(t) = ¢

(spojita na R) a funkce f(x,y) =z (spojitd na R?).

— Funkce ho(x,y) = sin(z + y) je spojita. Je to slozeni spojité funkce sin(t) a
spojitého polynomu p(x,y) =z + y.

— Funkee hs(z,y) = /22 + 92 je spojita. Je to sloZeni spojité funkce g(t) = v/t
(spojita na (0, 00)) a spojitého polynomu p(x,y) = z*+y?* (ktery nabyva pouze
nezapornych hodnot).



e Nyni uvedeme véty, které propojuji pojem spojitosti s tim, zda je néjaka mno-
Zina oteviena ¢i uzaviena. Tento nastroj nam pozdé&ji umozni elegantné dokazat, ze
mnoziny definované spojitymi funkcemi a nerovnicemi (jako napt. g(z,y) > 0) jsou
uzavicené, coz je zasadni pro ovéfeni kompaktnosti.

Spojitost a vzory mnoZzin: Spojitost funkce lze charakterizovat pomoci vzoru
otevienych a uzavienych mnozin:

— Funkee je spojité, pravé kdyz vzorem kaZdé oteviené mnoziny (napf. otevie-
ného intervalu v R) je oteviend mnozina.

— Funkce je spojita, pravé kdyz vzorem kazZdé uzaviené mnoziny (napf. uzavie-
ného intervalu v R) je uzaviena mnoZzina.

Piiklad. Polorovina zadana nerovnici z +y < 1 je vzorem intervalu I = (—oo, 1] ve
spojité funkci f(x,y) = x + y. ProtoZe je interval I uzaviend mnoZina v metrickém
prostoru (R, |- — - ), plyne z pfedchoziho, Ze i polorovina = + y < 1 je uzaviena
mnoZina v metrickém prostoru (R? || - — - ||).

Obecné plati: je-li f : R? — R funkce spojitd na svém definiénim oboru, jsou pro
a € R mnoziny A, B uzaviené a mnoziny C, D oteviené

A={[z,y] €eR*: f(z,y) <a}, C={[z,y] €R*: f(z,y) <a},
B ={[z,y] € R*: f(z,y) > a}, D= {[z,y] €R*: f(z,y) > a}

Vyse uvedeny piiklad nam umoziuje snadno rozhodnout o uzavienosti/otevienosti
nékterych mnozin, napiiklad polorovin. V tlohach se budou vyskytovat slozitéjsi
mnoziny, napiiklad trojuhelnik. Vyuzijeme toho, Ze trojihelnik je prunikem t¥i po-
lorovin a pouzijeme vysledek nasledujici tlohy.

Uloha. Necht jsou mnoziny A, B uzaviené. Ukazte, Ze jsou uzaviené i mnoziny
AU B, AN B. Zobecnéte tvrzeni na prunik a sjednoceni t¥i, ¢tyf, péti mnozin a
dokazte tvrzeni matematickou indukci pro koneény pocet mnozin n € N.

e Kompaktnost v R": V euklidovskych prostorech R" (tedy i v R?) plati tzv. Heine-
Borelova véta. Pro nas je klicova implikace, Zze kazda uzaviena a omezena pod-
mnoZina R? je kompaktni.

e Véta o extrémnich hodnotach (Weierstrassova): Toto je stéZejni véta pro
optimalizaci. Riké, ze spojita realna funkce definovana na (neprazdné) kom-
paktni mnoziné nabyva na této mnoziné své nejvétsi hodnoty (maxima)
i nejmensi hodnoty (minima).

Tato posledni véta nam dava jistotu: pokud méme spojitou funkei a "péknou"(tj. kom-
paktni) mnozinu, globéalni extrémy musi existovat.

2 Extrémy funkce dvou proménnych

Tato sekce zavadi teoreticky aparat nutny k nalezeni kandidatd na extrémy uvnitf mno-

ziny.
1. Definice (Globalni extrém): Necht f : A — R, A C R2 Rekneme, Ze funkce f
mé v bodé [xg,yo] € A globalni maximum na A, jestlize pro vSechna [z,y] € A
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plati f(x,y) < f(xo,y0). Analogicky, f ma v [zg,yo] € A globalni minimum na
A, jestlize pro vSechna [z,y] € A plati f(z,y) > f(zo,yo).

. Definice (Lokalni extrém): Rekneme, Ze f ma v bodé [z, yo] € A lokalni maxi-

mum (minimum) na A, jestlize existuje okoli U bodu [z, yo] takové, Ze pro vSechna
[z,y] € AU plati f(z,y) < f(20,40) (vesp. f(x,y) = [ (0, 40))-

Poznamka: Okoli U bodu z je koule B(z,r). Existuje okoli U takové, Ze plati ...
tedy muzeme ¢ist: existuje r > 0, ze pro U = B(z,r) plati ...

. Poznamka: pii hledani extrému budeme pouzivat pozorovani, ktera jsou piimym

disledkem definic a ktera shrneme jako véty v 4 az 6.

Véta (Vztah globalniho a lokdlniho extrému): Ma-li funkce f v bodé [z, yo]
globalni extrém na mnoZiné A, pak ma v tomto bodé i lokalni extrém (vzhledem
k mnoziné A).

. Predchozi véta je specialni pripad nésledujici véty.

Véta (Globalni extrém na mnoziné a jeji podmnoziné): Necht A C B,z € A
a funkce f méa na mnoziné B globalni extrém v bodé z.

Pak ma funkce f globalni extrém v bodé x i na mnoziné A.

. Predchozi véta plati i ve verzi pro lokalni extrémy.

Véta (Lokalni extrém na mnoziné a jeji podmnozing): Necht A C B, x € A
a funkce f méa na mnoziné B lokalni extrém v bodé x.

Pak ma funkce f lokalni extrém v bodé x i na mnoziné A.

Definice (Parcialni funkce): Necht f : A — R, A C R? a [zg,y] € A. Par-
cialni funkci (funkci jedné proménné) g;(z) definujeme jako ¢i(x) = f(x,yo) (tj.
"fez"funkce v konstantni vysce yo). Analogicky definujeme go(y) = f(zo,y) (tj.
"Fez"funkce v konstantni pozici zy).

. Zopakovani (nutnd podminka extrému funkce jedné proménné): Piipo-

menme si vétu z analyzy funkei jedné proménné: Necht funkce g(t) jedné reélné
proménné ma v bodé ty lokalni extrém. Je-li ¢y vnitinim bodem definiéniho oboru
funkce g a existuje-li v tomto bodé derivace ¢'(to), pak nutné plati ¢'(¢o) = 0.

. Definice (Parcialni derivace): Parcialni derivace funkce f(z,y) podle x v bodé

[0, y0] je definovana jako derivace parcialni funkce ¢;(x) = f(z,y0) v bodé xy.
Znacime ji %(mo, Yo) nebo fl(xg,yo). Tedy:

of oy . flxo+h,y0) — f(z0,%0)

%(xo,yo) = g1(%0) = ,111{}% h

Analogicky pro derivaci podle y:

g_g(x(]?yO) = gé(yo) = lim f(x07y0 + h) - f(x07 yO)

dx
nazyvame gradientem funkce f v bodé [xg, yo]. Bod [z, 4], ve kterém je gradient
nulovy (tj. Vf(xo,y0) = (0,0)), nazyvame stacionarni bod.

Definice (Gradient a stacionarni bod): Vektor V f(z¢, yo) = <8f (%0, Yo), g—g(l’g, y0)>
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11. Z bodt 5, 8 plyne nasledujici véta.
Z bodu 4 pak plyne stejna nutné podminka i pro globéalni extrém.
Véta (Nutni podminka pro lokalni extrém):

Ma-li funkce f v bodé [xg, yo| lokalni extrém a je-li [xg, o] vnitinim bodem jejiho
defini¢niho oboru, pak (pokud obé& parcialni derivace existuji) musi byt obé& nulové.

0 0
8_£(x0’y0)_0 a 8_5(350,%)_0

Jinymi slovy, bod [z, yo] musi byt stacionarnim bodem (tj. V f(zo,yo) = (0,0)).

3 ReSena uloha: Hledani extrémii na trojuhelniku

Uloha

Naleznéte globalnf maximum a minimum funkee f(z,y) = 2? — x + 3y? na mnoziné M,
ktera je dana trojuhelnikem s vrcholy A = [0, —1], B =[1,0] a C' = [0, 1].

Poznamka: Pod trojihelnikem mame na mysli jeho vnitiek, strany i vrcholy. Rigoréznéji
mnozinu M zapiSeme ve tvaru

M={ryeR:2>0z+y<l,y—x>1}

3.1 Reseni

Postupujeme v nasledujicich krocich.

1. Ovérime predpoklady pro existenci globéalnich extrém.

2. Pouzijeme nutnou podminku existence extrému pro nalezeni kandidat na extrémy.
3. Vypocteme funkéni hodnoty ve vSech nalezenych bodech.
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. Udélame zéavér: Z kroku 1 vime, Ze globalni extrémy existuji. Z kroku 2 vime, Zze
musi byt na nasem seznamu kandidatii. Porovnanim jejich funkénich hodnot uréime,
ktery bod odpovida globalnimu minimu a ktery globalnimu maximu.

Krok 1: Existence extrému

Mnozina M (trojihelnik) je zjevné omezena (Ize ji celou uzaviit do kruZnice, na cvicent
urcime jeji stfed a polomér).
Mnozina M je uzaviena. Nabizime nékolik zpiisobti zdivodnéni.

1. Velky jazykovy model Gemini zdivodnéni odbyl konstatovanim: obsahuje vSechny
své hrany a vrcholy.

2. Lepsi je zdtvodnéni od Gemini doplnit na¢rtkem trojuhelniku a jednoho jeho vniti-
niho bodu, jednoho hrani¢niho bodu a jednoho vnéjsitho bodu. Tyto body doplnit o
prislusné okoli ... a demonstrovat znalost pfislusnych pojmu.



3. Priklad v avodni ¢asti (spojitost a vzory mnozin) nam umozni provést ditkaz uzavie-
nosti nasledovné: uvédomime si, Ze trojihelnik je prunik tii polorovin. Ze polorovina
véetné hrani¢ni primky je uzaviena mnozina a polorovina bez hrani¢ni primky je
oteviend mnozina. A zavérem, ze prunik koneéného poctu uzavienych mnozin je
uzaviend mnozina.

JelikoZ je M C R? uzaviend a omezena, je podle Heine-Borelovy véty kompaktni.
Funkce f(z,y) je polynom, a je tedy spojita na celém R? a tim padem i na mnoZiné M.
Protoze hleddame extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné, Weierstrassova véta ndm
zarucuje, ze globalni maximum i minimum existuji.

Krok 2a: Kandidati uvnitir M

Hledéame stacionarni body, tj. body, kde je gradient funkce nulovy: V f = (0, 0).
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Polozime obé derivace rovny nule:

e2r—1=0= z=1

e 6y=0 = y=0

Ziskali jsme jediny stacionarni bod Ps = [%,O]. Tento bod lezi uvniti trojuhelniku M
(lezi napravo od hrany AC' a mezi piimkami AB a BC). Je to tedy nas prvni kandidat
na extrém.

Krok 2b: Kandidati na hranici M
Hranice se sklada ze tii usecek: AC, AB a BC.

a) Usecka AC: Plati z =0 proy € [—1,1]. Dosadime do f: g1(y) = f(0,y) = 0> — 0+
3y* = 3y*. Hledame extrémy funkce g;(y) na intervalu [—1,1]. Stacionarni bod: ¢;(y) =
6y =0 = y = 0. Bod y = 0 lezi v intervalu [—1, 1], takze ziskdvame kandidata
P; =[0,0]. Musime také zkontrolovat krajni body intervalu, coz jsou vrcholy A = [0, —1]

aC=][0,1].

b) Usecka AB: Spojuje body A[0,—1] a B[1,0]. Rovnice pfimky je y = x — 1, pro
z € [0,1]. Dosadime do f: go(x) = f(z,2—1) = 2?—2+3(x—1)? = 22 —z+3(2* —22+1) =
42* — Tz + 3. Hledame extrémy go(r) na intervalu [0, 1]. Stacionarni bod: gh(z) = 8x —7 =
0 = 2 = L. Tento bod lezi v intervalu [0, 1]. Dopocitame y = % —1= —%. Ziskavame
kandidata P, = [g, —%]. Krajni body intervalu jsou vrcholy A a B.

c) Use¢ka BC: Spojuje body B[1,0] a C[0,1]. Rovnice pifmky je y = —x + 1, pro
z € [0,1]. Dosadime do f: g3(z) = f(z,—x+1) = 2> —z+3(—x+1)? = 2> —z +
3(z% — 2z + 1) = 42* — Tz + 3. Hledame extrémy gs(x) na intervalu [0,1]. Stacionarni
bod: gj(z) = 8¢ —7 =0 = x = I Tento bod lezi v intervalu [0, 1]. Dopocitame



Yy = —g +1= %. Ziskdvame kandidata Ps = [g, %} Krajni body intervalu jsou vrcholy B
aC.
Krok 3: Vypocet funkénich hodnot

Shromazdili jsme vSechny unikatni kandidaty (jeden z vnitiku, vrcholy, body z hran).
Vypocitame jejich funkéni hodnoty:

f(Ps)=f(5.0)=(3)—5+3(0°=5—-3=—1
f(A)=f(0,-1)=0*-0+3(-1)*=3
f(C)=f(0,1)=0>-0+3(1)>=3

f(B) = f(1,0)=1> - 1+3(0)>=0

f(P) = f(0,0)=0*~0+3(0*=0

FR)=fG -0 =GP - +3-D =8B+ d=—d =%
FP) =GN =P - F 30 =8 - R+ a=—a =T

Krok 4: Zavér

Porovnanim vsech vypoc¢tenych hodnot {—}l, 3,3,0,0, —%, —%} ur¢ime globalni extrémy.

e Globalni maximum je f.x = 3 a nabyva se ve dvou bodech: A = [0,—1] a
C =[0,1].
e Globalni minimum je f;, = —}L a nabyva se ve vnitinim bodé Py = [%, 0].



