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1 Definice limity funkce dvou proménnych

Definice 1. Necht f je funkce dvou proménnych s definiénim oborem D C R?2. Necht bod A = (a,b) € R?
je hromadnym bodem mnoziny D. Cislo L € R nazveme limitou funkce f v bodé A, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje & > 0 takové, ze pro kazdy bod X = (z,y) € D, pro ktery plati 0 < d(X,A) < 4, je
splnéna nerovnost:

[f(z,y) =Ll <e (1)
kde d(X,A) = \/(z —a)2 + (y — b)? je eukleidovskd vzddlenost bodii X a A. Tuto skute¢nost zapi-
sujeme:

lim  f(z,y) =L

(z,y)—(a,b)

Pozndmka 2. V definici limity pozadujeme, aby bod A, ve kterém pocitame limitu, byl hromadny bod
defini¢niho oboru funkce f, ze které poc¢itame limitu. Je to proto, ze v definici pozadujeme splnéni vztahu
(1) pro body X z prstencového okoli P(A,¢) := B(A,0) \ {4}.

Pokud by A nebyl hromadnym bodem definiéniho oboru, tak by prstencové okoli bylo pro malé
hodnoty § prazdnou mnozinou. Limitou by pak bylo jakékoliv realné ¢islo L.

2 Nutna podminka existence limity (test po pifimkach /kiivkach)

Pro existenci limity funkce dvou proménnych v daném bodé je nutné, aby hodnota, ke které se funkce
blizi, nezavisela na cesté&, po niz se k tomuto bodu blizime.
Tuto myslenku zformulujeme v nésledujici vété. Dukaz véty je pfimym dusledkem definic.

Véta 3 (nutnd podminka). Jestlize limita funkce f(x,y) v bodé (a,b) existuje a rovnd se L, pak se limita
funkce f po kazZdé kFivce prochdzejici bodem (a,b) musi rovnat L.

Formdlné zapsdno:
Necht md funkce f v bodé Ala,b] limitu rovnu L. Necht to € R a funkce

x:t— x(t), y:t—y(t)

jsou spojité v bodé ty a plati z(tg) = a, y(to) = b.
Pak plat?
lim £ (a(t),u(0)) = L

t—to

Poznamka 4. Pro funkci jedné proménné jsou sméry, ve kterych se muzeme blizit k limitnimu bodu,
jen dva, zleva a zprava a odpovidaji jim jednostranné limity.

Rovnost jednostrannych limit je pro funkci jedné proménné podminkou nutnou a postacujici pro
existenci limity.

V piikladé 7 uvidime, ze pro funkci dvou proménnych je tato podminka nutnd, ale neni postacujici.

Dausledek 5 (neexistence limity). Pokud se k bodu (a,b) priblizime po dvou ruzniych cestdch (napr.
primkdch, paraboldch) a vysledné limity se lid4, pak pivodni limita lim, ) (ap) f(2,y) neexistuge.



3 Priklady

Piiklad 6 (limita z&vis{ na sméru piimky). Uvazujeme funkci g(x,y) = - Zjistujeme lim, ) 0,0y 9(,

T2+7
Test po osach:
e Poose z (y =0): lim, 0 % =lim, ,00=0
—0) T Oy _1; —
e Poose y (x =0): lim,_, e = limy 00 = 0.
Konstatovani: Shoda limit po oséch existenci limity nezarucuje.
Test po piimce y = x:
2
T-T T 1 1
li =lim —— = lim — = lim - = =

Zavér: Protoze 0 # 1, limita lim(, ) (0,0) % neexistuje.

Piiklad 7 (limita je stejnd po vSech pifmkéch, ale odlisnd po parabole). Uvazujeme funkci k(x,y) =

2+ 1. Zjistujeme lim, 4)_(0,0) k(2,9).

Test po libovolné primce (y = kx):
o a(kx)® k2x KRz
Yim b, k) = s ket~ A P k) A T kia?
Konstatovani: Vsechny limity po piimkach jsou 0.

Test po parabole (r = y?): Zvolime cestu x = y? (neboli y = /7):

T k(%) = I Yy !
lm =1mm —F——— = = [im —
you= 0 (y2)2 + y4 y—0yt +yt  yoo2yt 2

Zaveér: Protoze 0 # %, limita lim g ,)—(0,0) 72 2+y4 neexistuje. Tento priklad dokazuje, ze test po
ptimkach je pouze nutnd, nikoliv postacujici podminka.

Piiklad 8 (limita existuje). Uvazujeme funkci h(z,y) = Zjistujeme lim, ) (0,0) h(2,y).

2+y
Pistup polarnimi soufadnicemi (z = rcosp, y = rsing):

20 3 e o
h(r cos @, rsin @) = (r cos @12(7’ sin ) _ COST;D Sy _ rcos® @sin @

Pror — 0t:

lim (7 cos? @ sin

Jim psinp)
Vime, ze 7 — 0 a | cos? psin | < 1 (vyraz je omezeny). Podle véty o sou¢inu nulové a omezené funkce
(kterd je dusledkem véty o seviené funkei téz zvané véta o dvou policajtech) je:

£C2y

lim ——— =0- (omezeny vyraz) =0
(z,y)—(0,0) 2 + Y2 ( zeny vyraz)

Zavér: Limita existuje a je rovna 0.
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