Metrické prostory: Zakladni pojmy

Ucebni text pro studenty ucitelstvi matematiky

Vitejte v tivodu do metrickych prostori! Tento koncept je zobecnénim myslenky vzdale-
nosti, kterou intuitivné zndme z bézného svéta (napiiklad z euklidovské geometrie). Definovanim
,vzdalenosti“ na ruznych typech mnozin ziskdme mocny nastroj pro analyzu a pochopeni jejich
struktury.

1 Definice metrického prostoru

Predstavte si, ze mate jakoukoliv neprazdnou mnozinu prvk — mohou to byt body v roviné,
funkce, posloupnosti, cokoliv. Metricky prostor vznikne, kdyz na této mnoziné zavedeme pojem
vzdalenosti.

Definice 1.1 (Metricky prostor). Necht M je nepréazdna mnozina a d je zobrazeni d : M X
M — R. Dvojici (M, d) nazveme metrickym prostorem, jestlize pro vSechna x,y, z € M plati
nésledujici ¢ty axiomy:

1. Nezapornost: d(z,y) >0

2. Totoznost (Identita): d(z,y) =0 < z =y

w

. Symetrie: d(z,y) = d(y, x)
4. Trojahelnikova nerovnost: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)
Funkci d nazyvame metrika.

Piiklad: Nejznaméjsim metrickym prostorem je rovina R? s euklidovskou metrikou, kde
vzdalenost mezi body A = (z1,y1) a B = (x2,y2) je definovana jako:

de(A, B) = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)?

Toto je naSe standardni{ predstava vzdélenosti, kterou znate ze skoly.

2 Otevrené a uzaviené mnoziny

Abychom mohli mluvit o otevienych a uzavienych mnoZzinach, musime nejprve definovat ,,okoli“
bodu, kterému se zde rikA oteviena koule.

Oteviena koule B(x,r) se stfedem v bodé x a polomérem r > 0 je mnoZzina v8ech boda z M,
jejichz vzdalenost od x je mensi nez r.

B(z,r)={y € M | d(z,y) <r}

V roviné R? s euklidovskou metrikou je oteviena koule vnitfek kruhu (bez hrani¢ni kruznice).



2.1 Vnitfni bod a Oteviena mnoZina

Definice 2.1 (Vnitini bod). Bod 2 € A se nazyva vnitFfnim bodem mnoziny A, jestlize existuje
takové r > 0, ze celd oteviena koule B(z,r) lezi uvnitf mnoziny A. Tedy B(z,r) C A.

Definice 2.2 (Oteviena mnozina). MnoZina A se nazyva oteviena, jestlize kazdy jeji bod je
jejim vnitfnim bodem.
2.2 Hrani¢ni bod a Uzavienad mnozina

Definice 2.3 (Hrani¢ni bod). Bod € M se nazyva hraniénim bodem mnoziny A, jestlize
kazda oteviena koule B(x,r) se stfedem v x obsahuje alespon jeden bod z mnoziny A a zaroven
alespon jeden bod, ktery v A nelezi (tj. lezi v doplitku M \ A).

Definice 2.4 (Uzaviend mnozina). MnoZina A se nazyva uzaviena, jestlize obsahuje viechny
své hrani¢ni body.
2.3 Rozdéleni bodi prostoru (Trichotomie)

Kazdy bod metrického prostoru M mé vzhledem k dané mnoziné A C M pravé jednu ze tif
moznych poloh. Abychom je mohli popsat, zavedeme jesté pojem vnéjsiho bodu.

Definice 2.5 (Vnéjsi bod). Bod = € M se nazyva vnéjsim bodem mnoZiny A, jestlize je
vnitinim bodem jejiho dopliitku A° = M \ A. To znamena, Ze existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C
A°.

Mnozinu vSech vnitinich bodia A zna¢ime int(A), mnozinu vSech hrani¢nich bodi 0A a mno-
zinu vSech vnégjsich bodi ext(A). Nyni muzeme formulovat vétu o trichotomii.

Véta 2.1 (Trichotomie bodu). Pro libovolnou mnoZinu A C M plati, Ze mnoZiny int(A), 0A
a ext(A) tvori disjunkini rozklad celého prostoru M. Tedy:

M = int(A) UOA U ext(A)
a zdroveri jsou tyto tri mnoZiny po dvou disjunktni.
Diikaz. Zvolme libovolny bod x € M. Musi nastat pravé jedna z nasledujicich t¥f moZnosti:

1. Existuje oteviena koule B(x,r) takova, ze B(z,r) C A. Potom je x dle definice vnitinim
bodem A, tj. z € int(A).

2. Existuje oteviena koule B(z,r) takova, ze B(x,r) C A°. Potom je x dle definice vnéjsim
bodem A, tj. z € ext(A).

3. Nenastavé ani jedna z predchozich moznosti. To znamené, Ze pro kaZdou otevienou kouli
B(z,r) plati, ze B(x,r) ¢ A a zaroven B(xz,r) ¢ A°. To je ekvivalentni tvrzeni, ze kazda
koule B(x,r) musi obsahovat jak body z A, tak body z A°. To je ale pfesné definice
hrani¢éniho bodu, tedy = € JA.

Tim jsme ukézali, Ze kazdy bod x € M patii do jedné z téchto tii mnozin. Z definic je zaroven
zfejmé, Ze tyto mnoziny jsou disjunktni (napf¥. vnitini bod nemize byt zaroven hrani¢ni, protoze
jeho okoli lezi celé v A, zatimco okoli hrani¢niho bodu musi zasahovat i mimo A). O



2.4 Vztah mezi otevienymi a uzavienymi mnozinami

Oteviené a uzaviené mnoziny nejsou protiklady, ale jsou navzijem svazany pres operaci dopliiku.
Tento fundamentalni vztah popisuje nasledujici véta.

Véta 2.2. Mnozina A C M je oteviend, prdvé kdyZ je jeji doplnek A= M \ A uzavreny.

Drikaz. Dikaz provedeme s vyuzitim Véty 2.1 o trichotomii. Nejprve si uvédomme, Ze z definice
hrani¢niho bodu plyne symetrie: bod je hrani¢nim bodem mnoziny A, pravé kdyZ je hrani¢nim
bodem jejiho doplitku A¢. Tedy 0A = 9(A°).

1. Implikace (=): Necht A je oteviena, dokdZeme, Ze A° je uzaviena. Predpokla-
dame, Ze A je oteviena. To z definice znamena, Ze A = int(A). Chceme dokazat, ze A€ je uzaviena,
coz znamena, ze musi obsahovat vSechny své hrani¢ni body, tj. 9(A°) C A°. Protoze 0(A°) = 0A,
sta¢i dokazat, ze A C A°. Z Véty 2.1 vime, Ze mnoZiny int(A) a 0A jsou disjunktni. Protoze
plati A = int(A), jsou disjunktni i mnoziny A a 0A. To ale znamen4, Ze zadny bod z OA nelezi
v A. Kazdy bod prostoru vsak musi leZet bud v A, nebo v A¢. Z toho nutné plyne, Ze vSechny
body 0A musi lezet v A°. Tim jsme dokézali, ze 0A C A€, a tedy A° je uzaviena.

2. Implikace («<): Necht A€ je uzaviena, dokadZeme, Ze A je oteviena. Predpokla-
dame, ze A€ je uzaviena. To z definice znamena, ze J(A°) C A°. Chceme dokazat, Ze A je ote-
viena, tj. ze kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem. Jinymi slovy, chceme ukéazat, ze A C int(A).
Zvolme libovolny bod =z € A. Nyni uréime jeho polohu podle trichotomie.

e Bod z nemuze byt vn&jsim bodem A, protoze ext(A) = int(A°) C A€, ale nas bod z je v A.

e Bod z nemuZe byt ani hrani¢nim bodem A. Vime totiz, ze 0A = 9(A°) a z predpokladu
uzavienosti A€ plati 9(A€) C A¢. Tedy cela hranice 0A lezi v A°. N&§ bod z je ale v A.

Jelikoz x € A, nemuze byt x ani v ext(A), ani v JA. Podle Véty 2.1 musi tedy nutné platit,
ze x € int(A). Protoze jsme pro libovolny bod = € A ukéazali, ze x € int(A), plati A C int(A),
a tedy mnoZzina A je oteviena. O

Je dulezité si uvédomit, Ze existuji mnoziny, které nejsou ani oteviené, ani uzaviené (napf.
interval (a,b] v R), a také existuji mnoziny, které jsou zarovei oteviené i uzaviené (v metrickém
prostoru M jsou to vzdy mnozina () a cela& mnozina M).

3 Posloupnosti a struktura mnozin

Pojem konvergence posloupnosti je v metrickych prostorech kli¢ovy. Umozihuje ndm zkoumat
mnoziny ,, dynamicky® a poskytuje alternativni zpisob, jak charakterizovat jejich vlastnosti.

3.1 Konvergence posloupnosti
Definice 3.1 (Konvergentni posloupnost). Rekneme, e posloupnost bodi {5}, z metrického

prostoru (M, d) konverguje k bodu = € M, jestlize plati

lim d(x,,z) =0.

n—oo
Bod z nazyvame limitou posloupnosti a piseme lim,, .~ z,, = = nebo x, — .

Intuitivné to znamené, Ze se ¢leny posloupnosti z, s rostoucim n ,neomezené priblizuji“
k bodu x. Forméalné feceno, pro kazdé € > 0 existuje takové ng € N, Ze pro v8echna n > nyg
plati d(x,,z) < €. To je ekvivalentni tomu, Ze od indexu ngy dale lezi viechny ¢leny posloupnosti
v oteviené kouli B(zx,¢).



3.2 Hromadné a izolované body

Definice 3.2 (Hromadny bod). Bod x € M se nazyva hromadnym bodem mnoziny A C M,
jestlize v kazdém jeho okoli B(x,¢) lezi alespon jeden od z rizny bod z mnoziny A. Mnozinu
vSech hromadnych bodii mnoZiny A znacime A’.

Hromadny bod tedy nemusi byt prvkem mnoziny A, ale v jeho ,t&sné blizkosti“ se musi
nachézet nekone¢né mnoho bodt z A. Tento topologicky pojem lze také elegantné charakterizovat
pomoci posloupnosti, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 3.1 (Sekvenc¢ni charakterizace hromadného bodu). Bod x € M je hromadnym bodem
mnoziny A, pravé kdyz ezistuje posloupnost {xn}>2 bodi z A takovd, Ze x, # = pro viechna
n € N a zdroven x, — x.

Diikaz. (=) Necht z je hromadny bod A. Pro kazdé n € N zvolme polomér &, = 1/n. Podle
definice hromadného bodu v kazdé kouli B(z,1/n) existuje bod z, € A takovy, Ze x, # x.
Z konstrukce je ziejmé, Ze d(zy,x) < 1/n, a tedy limy, o0 d(p, z) = 0, coz znamena z,, — .
(<) Necht existuje posloupnost {z,} v A s vlastnostmi x,, # x a z, — . Zvolme libovolné
okoli B(x,e). Z definice konvergence vime, Ze existuje ng takové, Ze pro vSechna n > ng je
xn € B(z,¢). Jelikoz x, # z, nasli jsme v tomto okoli od = rizny bod z A. Protoze okoli bylo
libovolné, je z hromadnym bodem A. O]

Piiklad: Uvazujme mnozinu A = {1/n | n € N} = {1,1/2,1/3,...} v prostoru R s b&znou
metrikou. Bod z = 0 je hromadnym bodem této mnoziny. Pro libovolné okoli B(0,¢) = (—¢,¢)
totiz vzdy existuje n € N takové, ze 1/n < ¢, a tedy 1/n € B(0,¢). Pfitom 1/n € A a 1/n # 0.
Sekvenéni charakterizace (Véta 3.1) to potvrzuje: posloupnost {1/n} je tvofena body z A, zadny
jeji ¢len se nerovna 0 a presto lim, o 1/n = 0. VSimnéte si, Ze samotny hromadny bod 0 neni
prvkem mnoziny A.

Definice 3.3 (Izolovany bod). Bod = € A se nazyva izolovanym bodem mnoZiny A, jestlize
existuje takové okoli B(z,¢), ve kterém nelezi zadny jiny bod z mnoziny A. Tedy B(z,e) N A =

{z}.

Piiklad: Uvazujme mnozinu A = {1,2,3} v R. Kazdy bod této mnoziny je izolovany. Na-
piiklad pro bod z = 2 miizeme zvolit € = 0.5. Pak oteviena koule B(2,0.5) = (1.5,2.5) obsahuje
z mnoziny A pouze bod 2. Podobné pro body 1 a 3. VSechny body mnoziny A = {1/n | n € N}
z predchoziho prikladu jsou také izolované.

3.3 Charakterizace uzavienych mnozin

Spojeni pojmii konvergence a hromadnych bodi nam dava silny néstroj pro alternativni definici
uzavienych mnozin.

Véta 3.2. MnozZina A C M je uzaviend, privé kdyZ obsahuje vSechny své hromadné body (tj.
A'C A).

Diikaz. Dikaz provedeme ve dvou krocich (ekvivalence).

1. Implikace (=): Necht A je uzaviena, dokdZeme, Ze A’ C A. Predpokladejme, ze A
je uzaviena. To podle definice znamené, Ze A obsahuje v8echny své hrani¢ni body, tj. 0A C A.
Zvolme libovolny hromadny bod x € A’. Chceme ukézat, ze x € A. Predpokladejme sporem, Ze
x ¢ A. Protoze x € A, kazdé okoli B(x,¢) obsahuje néjaky bod y € A, pficemz y # x. Zaroven
ale z ¢ A, tedy v € A°. To znamend, 7e kazdé okoli B(x,e) obsahuje bod z, ktery je v A°.
Ukazali jsme, ze kazdé okoli B(x,e) obsahuje jak bod z A (totiz y), tak bod z A€ (totiz x). To je
ale presné definice hrani¢niho bodu, tedy z € 0A. Jelikoz A je uzaviena, plati 9A C A, z ¢ehoz



plyne z € A. To je ve sporu s nasim predpokladem, ze x ¢ A. Tudiz predpoklad byl chybny
a musi platit z € A. Ukéazali jsme, ze A’ C A.

2. Implikace («<): Necht A’ C A, dokdZeme, Ze A je uzaviena. Predpokladejme, ze
A’ € A. Chceme dokazat, ze A je uzaviena, tj. ze OA C A. Zvolme libovolny hrani¢ni bod
x € 0A. Musime ukéazat, Ze x € A. Pro bod & mohou nastat dvé moznosti: bud =z € A, nebo

x ¢ A
e Pokud z € A, je dikaz hotov.

e Pokud x ¢ A: Protoze x € JA, kazdé jeho okoli B(x,e) musi obsahovat né&jaky bod y € A.
Jelikoz = ¢ A, musi byt tento bod y nutné riuzny od x. To ale znamen4, ze v kazdém okoli
B(x,¢) lezi bod z A rizny od z. To je definice hromadného bodu, takze z € A’. Podle
naseho predpokladu ale plati A’ C A, takze x € A. To je ve sporu s predpokladem této
odrazky (7e x ¢ A).

Jedind moZna varianta tedy je, Ze * € A. Protoze x byl libovolny hrani¢ni bod, dokéizali jsme,
7ze 0A C A, a tedy mnoZina A je uzaviena. O

Nasledujici véta poskytuje dalsi, ¢asto nejuziteénéjsi, charakterizaci uzavienosti pomoci kon-
vergentnich posloupnosti.

Véta 3.3 (Sekvené¢ni charakterizace uzavienosti). MnozZina A C M je uzaviend, prdveé kdyZ pro
kazdou konvergentni posloupnost {x,}>2 1 bodi z A (tj. x, € A pro vSechna n) plati, Ze jeji limita
lezi také v A (). limy, o0 Ty, € A).

Diikaz. Dikaz provedeme ve dvou krocich (ekvivalence).

1. Implikace (=): Necht A je uzaviena, dokdZeme sekvenc¢ni vlastnost. Predpo-
kladejme, ze A je uzaviena. Necht {x,} je posloupnost bodi z A (tj. z, € A pro vSechna n)
a necht z, — x. Musime dokézat, ze x € A. Postupujme sporem. Predpokladejme, ze z ¢ A,
tedy x € A°. ProtoZze A je uzaviena, jeji doplnék A€ je podle Véty 2.2 otevieny. To znamena, Ze
x je vnitinim bodem A€. Z definice vnitiniho bodu tedy existuje € > 0 takové, Ze cela oteviena
koule B(z,¢) lezi v dopliiku, tj. B(xz,e) C A°. Tato koule B(z,¢) tedy neobsahuje zadny bod
z A. My ale predpoklddame, Ze x, — x. Z definice konvergence k tomuto £ > 0 existuje ng € N
takové, ze pro vSechna n > ng plati z, € B(z,¢). To je spor, protoze x, € A (z pfedpokladu
o posloupnosti) a zaroven x,, € B(x,e) C A¢ (z dusledku konvergence a piedpokladu sporu).
Bod nemuze byt zaroven v A i v A°. Na§ puvodni pfedpoklad sporem (x ¢ A) byl chybny. Musi
tedy platit z € A.

2. Implikace («<): Necht plati sekvené¢ni vlastnost, dokdZeme, %Ze A je uzaviena.
Nyni predpokladejme, Ze pro kazdou konvergentni posloupnost {z,} C A plati, Ze jeji limita
lim x,, lezi také v A. Chceme dokézat, ze A je uzaviena. K tomu nam staci (podle Véty 3.2) ukazat,
ze A obsahuje vSechny své hromadné body, tj. A’ C A. Zvolme libovolny hromadny bod x € A’.
Podle sekven¢ni charakterizace hromadného bodu (Véta 3.1) vime, Ze existuje posloupnost {z,,}
takové, ze z, € A, x, # = pro vSechna n, a x,, — x. Nasdli jsme tedy konvergentni posloupnost
{z,,} bodi z A, ktera konverguje k x. Podle naseho vychoziho predpokladu (sekvenéni vlastnosti)
musi limita této posloupnosti, coz je bod z, lezet v A. Ukazali jsme, Ze libovolny bod z € A’
musi leZet v A. Plati tedy A’ C A, a proto je mnoZina A podle Véty 3.2 uzaviena. O

Tato véta 1ika, Ze z uzaviené mnoziny ,nelze vykonvergovat ven‘. Pokud se posloupnost bodi
z A k nécemu blizi, pak se musi bliZit k bodu, ktery je opét v A.



4 Uplné metrické prostory

V predchozi kapitole jsme zavedli pojem konvergentni posloupnosti. Nyni zavedeme blizce souvi-
sejici, ale obecnéjsi pojem cauchyovské posloupnosti, ktery nam umozni definovat kliGovou vlast-
nost metrického prostoru — jeho tuplnost.

Definice 4.1 (Cauchyovska posloupnost). Posloupnost {x,}°°; v metrickém prostoru (M, d) se
nazyva cauchyovska (nebo fundamentalni), jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové,
7e pro vSechna m,n > ng plati

d(xm, ) < €.

Intuitivné to znamené, Ze ¢leny posloupnosti se k sobé s rostoucim n ,,neomezené priblizuji®,
bez ohledu na to, zda v daném prostoru existuje jejich limita.

Véta 4.1. KazZdd konvergentni posloupnost v metrickém prostoru je cauchyouvskd.

Diikaz. Necht {z,} je konvergentni posloupnost v (M, d) s limitou € M. Chceme dokazat, ze
je cauchyovska. Zvolme libovolné € > 0. Hleddme ng € N takové, Ze pro vSechna m,n > ng plati
d(xm, ) < €. Protoze z, — x, k &islu €/2 > 0 existuje nyg € N takové, Ze pro vSechna k > ng
plati d(zy, ) < €/2. Zvolme nyni libovolna m,n > ng. Pouzijeme trojihelnikovou nerovnost pies
bod z:

AT, ) < d(Tm, ) + d(z, Tp)

ProtoZze m > ng i n > ng, plati d(xm,,x) < €/2 a diky symetrii metriky i d(x,z,) = d(zn,z) <
€/2. Dohromady dostavame:

o) o) ) < § 5 =

Nalezli jsme hledané ng. Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska. O]

Jak jsme pravé dokazali, kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opa¢éna implikace
ale obecné neplati. A praveé to, zda plati, definuje uplnost prostoru.

Definice 4.2 (Uplny metricky prostor). Metricky prostor (M, d) se nazyva tplny, jestlize v ném
kazda cauchyovska posloupnost konverguje (tj. ma limitu = € M).

Uplny prostor je tedy takovy, ktery ,nema diry*. Pokud se body posloupnosti k sobé& chovaji
tak, ,,jako by“ mély konvergovat, pak v tomto prostoru skutecné existuje bod, k némuz konverguji.

Piiklad 1 (Uplny prostor): Prostor realnych ¢isel (R, d) se standardni metrikou d(x,y) =
|z — y| je Gplny. Toto je fundamentélni vlastnost, ktera odlisuje reélna ¢isla od racionélnich.
Kazd4 cauchyovska posloupnost realnych ¢isel méa readlnou limitu.

Priklad 2 (Neuaplny prostor): Prostor racionalnich ¢isel (Q,d) se standardni metrikou
d(x,y) = |r—y| neni aplny. Uvazujme posloupnost racionalnich aproximaci ¢isla /2, napiiklad
x1=1,29 =14, 23 =141, 24 = 1.414, . ... Tato posloupnost {z,} je tvofena pouze racionalnimi
Cisly (v8echny jsou koneéné desetinné rozvoje). Protoze v R konverguje k V2, je cauchyovska. Je
tedy cauchyovska i v Q. Jeji limita je v8ak v/2, coz neni prvek Q. Tato cauchyovské posloupnost
tedy v prostoru Q nemd limitu. Prostor Q méa ,diru“ tam, kde by mélo byt /2.



Pojem

Klic¢ova charakteristika
(Intuitivneé)

Priklad v roviné R2

Vnitini bod A

Bod = € A, ktery ma celé okoli
v A (,,obklopeny*).

Bod (0,0) pro mnozinu B((0,0),1).

Hraniéni bod A

Bod =z, jehoz kazdé okoli
,protina*“ A i A°.

Bod (1,0) pro mnozinu B((0,0),1).

Hromadny bod A

Bod =z, ke kterému se
yhromadi“ body z A (lze

k nému zkonvergovat).

Bod (1,0) pro mnozinu B((0,0),1).

Izolovany bod A

Bod x € A, ktery je ,sam“ ve
svém okoli (z bodu A).

Bod (1,1) pro mnozinu Z2.

Oteviena mnozina

Mnozina A, ktera se rovna
svému vnitiku (A = int(A)).

Kruh bez hrani¢ni kruznice B((0,0),1).

Uzavrena mno-
Zina

Mnozina A, kterd obsahuje
svou hranici (A D 9dA), nebo
své hromadné body (A D A').

Kruh i se svou hranici B((0,0),1) := {z €
R2|d(z, (0,0)) < 1}.

Tabulka 1: Pfehled zakladnich pojma.




