Metrické prostory
Ucebni text pro studenty ucitelstvi matematiky

FP TUL

Vitejte v ivodu do metrickych prostora! Tento koncept je zobecnénim mySlenky vzdale-
nosti, kterou intuitivné zname z bézného svéta (napiiklad z euklidovské geometrie). Definovanim
»vzdélenosti“ na rtznych typech mnozin ziskAme mocny nastroj pro analyzu a pochopeni jejich
struktury.

1 Definice metrického prostoru

Predstavte si, ze mate jakoukoliv neprazdnou mnozinu prvkia — mohou to byt body v roving,
funkce, posloupnosti, cokoliv. Metricky prostor vznikne, kdyZ na této mnoziné zavedeme pojem
vzdalenosti.

Definice 1.1 (Metricky prostor). Necht M je neprazdnid mnozina a d je zobrazeni d : M X
M — R. Dvojici (M, d) nazveme metrickym prostorem, jestlize pro vSechna x,y, z € M plati
nésledujici ¢tyfi axiomy:

1. Nezapornost: d(z,y) > 0

2. Totoznost (Identita): d(z,y) =0 <= z =y

3. Symetrie: d(z,y) = d(y, x)

4. Trojuhelnikova nerovnost: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)
Funkci d nazyvame metrika.

Priklad 1.2. Nejznaméjsim metrickym prostorem je rovina R? s euklidovskou metrikou, kde
vzdalenost mezi body A = (z1,y1) a B = (x2,y2) je definovana jako:

de(A, B) = \/(z1 — 22)2 + (y1 — 12)2

Toto je naSe standardni predstava vzdalenosti, kterou znate ze skoly.

Pi¥iklad 1.3. Na realné ose R (tedy R!) je geometricka vzdalenost dana jednoduse jako abso-
lutni hodnota rozdilu:

d(z,y) = |z -yl

Pro struénégjsi zapis budeme tento metricky prostor znacit (R, |- — - |).



2 Otevrené a uzaviené mnoziny

Abychom mohli mluvit o otevienych a uzavienych mnoZinach, musime nejprve definovat ,,okoli
bodu, kterému se zde fika oteviena koule.

Oteviena koule B(z,r) se stfedem v bodé = a polomérem r > 0 je mnozina vSech bodi z M,
jejichz vzdalenost od z je mensi nez r.

B(z,r)={y e M | d(z,y) <r}

V roviné R? s euklidovskou metrikou je oteviena koule vnitfek kruhu (bez hrani¢ni kruznice).

2.1 Vnitfni bod a Otevieni mnoZina

Definice 2.1 (Vnitini bod). Bod = € A se nazyva vnit¥nim bodem mnoziny A, jestlize existuje
takové r > 0, Ze celd oteviena koule B(z,r) lezi uvnitf mnoziny A. Tedy B(z,r) C A.

Definice 2.2 (Oteviena mnozina). MnoZina A se nazyva oteviena, jestlize kazdy jeji bod je
jejim vnitfnim bodem.

Piiklad 2.3. Uvazujme metricky prostor (R, d), kde d(z,y) = |z — y|, a mnoZzinu A = (1,4).
Bod x = 3 je vnit¥fnim bodem mnoziny A. Zdavodnéni: Podle definice musime najit r» > 0
takové, ze B(3,r) C A. V tomto prostoru je oteviena koule B(3,r) rovna otevienému intervalu
(3 —r,3 + r). Zvolime-li napiiklad » = 1 (coz je r > 0), dostaneme otevienou kouli B(3,1) =
(3—1,3+1) =(2,4). Protoze (2,4) C (1,4), nalezli jsme pozadované r a bod = = 3 je vnitfnim
bodem A.

Piiklad 2.4. Mnozina A = (1,4) je v metrickém prostoru (R, |- —-|) oteviena. Zdivodnéni:
Podle definice musime ukézat, ze kazdy bod = € A je jejim vnitinim bodem. Zvolme libovolné
z € (1,4). Nyni musime najit r > 0 takové, aby B(x,r) = (z —r,x + 1) C (1,4). Sta¢i zvolit
r jako mensi ze vzdalenosti bodu x k hranicim intervalu, tj. » = min(z — 1,4 — x). Protoze
1 < x < 4, jsou obé& hodnoty (z — 1) i (4 — z) kladné, a tedy i jejich minimum 7 je kladné. Pro
totorplatizx —r >z —(r—1)=1lax+r <z+ (4 —2x) =4, takze B(z,r) C (1,4). Jelikoz
kazdy bod mnozZiny A je jejim vnitinim bodem, je mnoZina A oteviena.

2.2 Hraniéni bod a Uzavieni mnozina

Definice 2.5 (Hrani¢ni bod). Bod = € M se nazyva hraniénim bodem mnoziny A, jestlize
kazda oteviena koule B(x,r) se stfedem v x obsahuje alespon jeden bod z mnoZiny A a zaroven
alesponi jeden bod, ktery v A nelezi (tj. lezi v doplitku M \ A).

Definice 2.6 (Uzaviend mnozina). MnoZina A se nazyva uzaviena, jestlize obsahuje viechny
své hrani¢ni body.
Piiklad 2.7. Uvazujme opét prostor (R, d) s metrikou d(z, y) = |r—y| a mnozinu A = (1,4). Bod
2 = 4 je hranié¢nim bodem mnoziny A. Zdivodnéni: Podle definice musime ukazat, ze kazdéa
oteviena koule B(4,r) (kde r > 0) obsahuje alespon jeden bod z A a zaroven alespon jeden bod
z doplitku A = (—o00, 1]U[4, 00). Zvolme libovolné r > 0. Oteviena koule je B(4,7) = (4—r, 4+7).
1. Pranik s A: Mnozina B(4,r) N A= (4 —r,4+r)N(1,4) = (max(1,4 — r),4). Protoze
max(1,4 — r) < 4 pro libovolné r > 0, je tento interval vZdy neprazdny (obsahuje body
"zleva'od 4).

2. Prinik s A° Mnozina B(4,7) N A° = (4 —r,4 + r) N ((—o0, 1] U [4,00)). Tento prinik
obsahuje pfinejmensim interval [4,4 + r), ktery je vzdy nepréazdny. (Obsahuje napiiklad
bod z =4, nebot d(4,4) =0 < 7).

Protoze kazda oteviena koule se stiedem v x = 4 protina jak A, tak A€, je x = 4 hrani¢nim
bodem mnoziny A. Odtud plyne, Ze mnozina A neni uzaviena.



2.3

Vnitrek a hranice mnoziny

Pomoci diive definovanych pojmii vnitinfho a hrani¢niho bodu mtZzeme nyni definovat mnoziny,
které vSechny tyto body sdruzuji.

Definice 2.8 (Vnitiek, hranice). Necht (M, d) je metricky prostor a A C M je jeho podmnoZina.

e Vnitfkem mnoziny A (zna¢ime int(A) nebo A°) nazyvame mnozinu v8ech vnitinich boda

mnoziny A.

e Hranici mnoziny A (zna¢ime 0(A)) nazyvame mnozinu v8ech hrani¢nich bodi mnoziny

A.

Nésledujici véta shrnuje zakladni vztahy mezi mnozinou, jejim vnitfkem a jeji hranici, a dava
do souvislosti tyto pojmy s definicemi oteviené a uzaviené mnoziny.

Véta 2.9 (Vlastnosti vnitiku a hranice). Necht (M, d) je metricky prostor a A C M. Pak plati:

1.

e

5.

int(A) C A

A Cint(A)UO(A)

MnoZiny int(A) a 0(A) jsou disjunktni, tj. int(A) NI(A) = 0.
MnoZina A je oteviend <= A = int(A).

MnoZina A je uzaviend <= A =int(A)UJ(A).

Diikaz. Dukazy jednotlivych tvrzeni:

1.

2.

(int(A) € A): Necht = € int(A). Podle definice vnitiku je x vnitinim bodem A. Podle
Definice 2.1 (Vnitini bod) plati x € A. Tvrzeni je tedy pfimym dusledkem definice.

(A Cint(A)UO(A)): Zvolme libovolny bod x € A. Musime ukézat, ze x lezi bud v int(A),
nebo v 9(A). Rozlisme dvé moznosti:

e Piipad 1: x je vnitinim bodem A. Pak = € int(A) a tvrzeni plati.

e Pripad 2: x neni vnitinim bodem A. To znamena, Ze neezistuje zadné r > 0 takové,
ze B(x,r) C A. Jinymi slovy, kaZdd koule B(x,r) (pro libovolné r > 0) neni cela v A,
tedy musi obsahovat alespoii jeden bod z doplitku M \ A. Protoze x € A, kazd4 koule
B(z,r) zaroven obsahuje alesponi jeden bod z A (samotny bod z). Zjistili jsme, Ze
kazda koule B(z,r) protina jak A, tak jeji doplnék M \ A. To je ale pFesné definice
hrani¢niho bodu (Definice 2.3). Tedy = € 9(A).

V obou piipadech z € int(A) U d(A).

(Disjunktnost): Dikaz sporem. Predpokladejme, Ze existuje bod x takovy, ze x € int(A)N
J(A).

e Protoze x € int(A), existuje r; > 0 takové, ze B(z,r1) C A.
e Protoze z € 0(A), kazda oteviena koule se stfedem v x musi protinat doplnék M \ A.

Tedy i pro r1 musi platit B(z,r1) N (M \ A) # 0.

Tato dvé tvrzeni jsou ve sporu, nebot prvni fika, ze koule B(x,r1) lezi celd v A, zatimco
druhé tika, ze obsahuje body mimo A. Nas pocatecni predpoklad byl tedy chybny a prinik
musi byt prazdny.



4. (A je oteviena <= A =int(A)):

e (=) Predpokladejme, ze A je oteviena. Dle Definice 2.2 to znamené, ze kazdy bod
x € A je jejim vnitinim bodem. Tedy A C int(A). Z bodu 1) tohoto dikazu vime, Ze
int(A) C A. Z obou inkluzi plyne rovnost A = int(A).

e (<) Predpokladejme, ze A = int(A). To znamené, Ze kazdy bod x € A je prvkem
int(A), tedy je vnitinim bodem mnoZiny A. To je pfesné definice oteviené mnoZiny
(Definice 2.2).

5. (A je uzaviena <= A =int(A)UI(A)): Ukazeme dvé implikace:

e (=) Predpokladejme 9(A) C A. Z bodu 2) vime A C int(A) U d(A). Z bodu 1)
vime int(A4) C A. Sjednocenim int(A) C A a 9(A) C A (nas predpoklad) dostavame
int(A) U9(A) C A. Z obou inkluzi plyne rovnost.

o (<) Predpokladejme A = int(A) UJ(A). Protoze pro libovolné mnoziny B, C a jejich
sjednoceni plati B C BUC, platii 9(A) C int(A) UO(A) a odtud plyne 0(A) C A, a
tedy mnozina A je uzaviena.

Tim jsou vSechny ekvivalence dokazany.
O

Poznamka 2.10. Z predchozi véty plyne, Ze oteviené a uzaviené mnoziny stoji na opacnych
koncich spektra ve vztahu ke svym hrani¢nim bodam:

e Oteviena mnoZina neobsahuje Zddng svij hrani¢ni bod.
e Uzavieni mnoZina obsahuje vsSechny své hrani¢ni body.

Existuji i mnoziny, které nejsou ani oteviené, ani uzaviené, napi. A = (1,4] v R s euklidovskou
metrikou. Tato mnozina obsahuje jen nékteré své hrani¢ni body — obsahuje bod 4, ale neobsahuje
bod 1.

Véta 2.11 (Hranice doplitku). Necht (M,d) je metricky prostor a A C M. Pak pro hranici
mnozZiny A a hranici jejiho dopliiku A° = M \ A plati:

9(A) = 0(A°)
Diikaz. Dikaz plyne pfimo z definice hrani¢niho bodu (Definice 2.3).

e Bod z je hrani¢nim bodem A (tj. z € 9(A)), jestlize kazda koule B(x,r) protina A a
zéroven protina A€.

e Bod z je hrani¢nim bodem A€ (tj. z € J(A°)), jestlize kazda koule B(x,r) protind A¢ a
zéroven protina (A°)¢ = A.

Obé podminky jsou evidentné totozné, proto d(A) = 9(A°). O

Nasledujici véta je jednim z nejdulezitéjsich disledkt vztahu mezi vnittkem, hranici a dopln-
kem. Ukazuje na dualitu mezi otevienymi a uzavienymi mnozinami.

Véta 2.12 (Vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (M, d) je metricky prostor a A C M.
Pak plati:
MnoZina A je uzaviend <= jeji doplnék A€ je otevreny.



Diikaz. Dukaz provedeme Fetézcem ekvivalenci s vyuzitim predchozich definic a vét:
A je uzaviena

A obsahuje v8echny své hrani¢ni body (Definice 2.4).
J(A)C A
J(A°) C A (dle Véty 2.2 o rovnosti hranic)

I(A)NA°=0 (kazdy prvek prostoru lezi v pravé jedné z mnozin A, A°)

rrorua

A¢ =int(A°) (Z Véty 2.1 plyne, ze A° C int(A°)UI(A®) [bod 2] a Ze int(A°) NI(A°) =0
[bod 3]. Pokud 9(A€) a A° nemaji zadny spoleény bod, musi platit int(A¢) = A€.)

!

A€ je oteviena  (dle Véty 2.1, bod 4).

Tim je ekvivalence dokézana. O

3 Posloupnosti a struktura mnozin

Pojem konvergence posloupnosti je v metrickych prostorech klicovy. Umoziuje nam zkoumat
mnoziny ,. dynamicky* a poskytuje alternativni zpisob, jak charakterizovat jejich vlastnosti.

3.1 Konvergence posloupnosti

Definice 3.1 (Konvergentni posloupnost). f{ekneme, ze posloupnost bodt {z,,}7° ; z metrického
prostoru (M, d) konverguje k bodu z € M, jestlize plati
lim d(x,,z) =0.

n—oo

Bod z nazyvame limitou posloupnosti a piSeme lim,_~ x, = = nebo x, — .

Intuitivné to znamend, Ze se ¢leny posloupnosti x,, s rostoucim n ,neomezené priblizuji“
k bodu z. Formélné feceno, pro kazdé € > 0 existuje takové ng € N, Ze pro vSechna n > nyg
plati d(x,,z) < €. To je ekvivalentni tomu, Ze od indexu ngy dale lezi vSechny ¢leny posloupnosti
v oteviené kouli B(z,¢).

3.2 Hromadné a izolované body

Definice 3.2 (Hromadny bod). Bod x € M se nazyva hromadnym bodem mnoziny A C M,
jestlize v kazdém jeho okoli B(x,e) lezi alespon jeden od z rizny bod z mnoZiny A. MnoZinu
viech hromadnych bodit mnoZiny A znacime A’

Hromadny bod tedy nemusi byt prvkem mnoziny A, ale v jeho ,t&sné blizkosti* se musi
nachézet nekone¢né mnoho bodt z A. Tento topologicky pojem lze také elegantné charakterizovat
pomoci posloupnosti, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 3.3 (Sekven¢ni charakterizace hromadného bodu). Bod x € M je hromadngm bodem
mnoziny A, pravé kdyz ezistuje posloupnost {xn}>2 bodi z A takovd, Ze x, # = pro viechna
n € N a zdroven x,, — x.

Diikaz. (=) Necht z je hromadny bod A. Pro kazdé n € N zvolme polomér &, = 1/n. Podle
definice hromadného bodu v kazdé kouli B(z,1/n) existuje bod z, € A takovy, ze x, # x.
Z konstrukce je ziejmé, Ze d(x,,x) < 1/n, a tedy lim,, oo d(2y, x) = 0, coZ znamena z,, — .



(<) Necht existuje posloupnost {z,,} v A s vlastnostmi x,, # = a x, — . Zvolme libovolné
okoli B(x,e). Z definice konvergence vime, Ze existuje ng takové, ze pro vSechna n > ng je
xn € B(z,¢). Jelikoz z, # x, nasli jsme v tomto okoli od z rizny bod z A. Protoze okoli bylo
libovolné, je x hromadnym bodem A. O

Piiklad 3.4. Uvazujme mnozinu A = {1/n |n € N} ={1,1/2,1/3,...} v prostoru R s bé&znou
metrikou. Bod = 0 je hromadnym bodem této mnoziny. Pro libovolné okoli B(0,¢) = (—¢,¢)
totiz vzdy existuje n € N takové, ze 1/n < ¢, a tedy 1/n € B(0,¢). Pritom 1/n € Aa 1/n # 0.
Sekvené¢ni charakterizace (Véta 3.1) to potvrzuje: posloupnost {1/n} je tvorena body z A, zZadny
jeji ¢len se nerovna 0 a presto lim,_, 1/n = 0. VS&imnéte si, Ze samotny hromadny bod 0 neni
prvkem mnoZiny A.

Definice 3.5 (Izolovany bod). Bod = € A se nazyva izolovanym bodem mnoziny A, jestlize
existuje takové okoli B(x,¢), ve kterém nelezi zadny jiny bod z mnoziny A. Tedy B(z,e) N A =

Piiklad 3.6. Uvazujme mnozinu A = {1,2,3} v R. Kazdy bod této mnoZiny je izolovany.
Napiiklad pro bod z = 2 muzeme zvolit € = 0.5. Pak oteviena koule B(2,0.5) = (1.5,2.5)
obsahuje z mnoziny A pouze bod 2. Podobné pro body 1 a 3. VSechny body mnoziny A = {1/n |
n € N} z predchoziho prikladu jsou také izolované.

3.3 Vztah hromadnych, izolovanych a hrani¢nich bodu

Néasledujici véta poskytuje uzite¢nou charakterizaci hromadnych bodi v zéavislosti na tom, zda
lezi v samotné mnoziné A, ¢ nikoliv. Spojuje nové definované pojmy hromadného a izolovaného
bodu s dfive definovanym pojmem hrani¢niho bodu.

Véta 3.7 (Charakterizace hromadnych bodua). Necht (M,d) je metricky prostor a A C M.

1. Pro bod x € A plati:
x je hromadngm bodem A <= x neni izolovangm bodem A.

2. Pro bod x ¢ A (tedy x € A°) plati:
x je hromadnym bodem A <= =z je hraniénim bodem A.

Drikaz. Dikaz obou tvrzeni plyne z porovnani p¥isluSnych definic.
1. (z € A):

e (=) Predpokladejme, ze x € A je hromadny bod. Dle definice 3.2 v kazdém okoli B(z,¢)
lezi bod y € A,y # x. To je v pfimém sporu s definici izolovaného bodu 3.5, ktera vyzaduje
existenci € > 0, aby B(z,e) N A = {z}. Bod « tedy neni izolovany.

e (<) Predpokladejme, ze x € A neni izolovany bod. Negace definice 3.5 izolovaného bodu
fika, ze pro kaZdé ¢ > 0 plati B(x,e) N A # {z}. Jelikoz = € A, musi tento priunik vzdy
obsahovat alespon jeden dalsi bod y € A,y # x. To je pfesné definice hromadného bodu.

2. (x ¢ A):
e (=) Predpokladejme, ze = ¢ A je hromadny bod A. Dle definice 3.2 v kazdém okoli B(z,¢)

existuje y € A. Abychom ukazali, Ze = je hrani¢ni bod, musime ukéazat, ze B(z,¢) protina
Ai A

— B(z,e) N A # (0 (plyne z definice hromadného bodu).

— B(z,e) N A¢ # 0 (plati, protoze x € A a x € B(x,¢)).



x je tedy hrani¢nim bodem A.

e (<) Predpokladejme, ze x ¢ A je hrani¢ni bod A. Dle definice 2.5 kazdé okoli B(x,€) musi
protinat A. Tedy pro kazdé e > 0 existuje y € B(z,e) N A. Protoze = ¢ A, ale y € A, musi
byt y # x. V kazdém okoli B(z,¢) tedy lezi bod y € A,y # x, coz je definice hromadného
bodu.

O

Véta 3.8 (Charakterizace uzaviené mnoziny pomoci hromadnych bodt). Necht (M,d) je met-
ricky prostor a A C M. Pak plati:
MnoZina A je uzavirend <= A’ C A (tj. A obsahuje viechny své hromadné body).

Diikaz. Dtkaz provedeme pomoci dvou implikaci s vyuzitim Véty 3.7.
(=) (Uzaviena — A’ C A) Predpokladejme, ze A je uzaviena. Chceme ukazat, Ze
A CA.

e Necht z € A’. Musime ukazat, ze z € A.

Rozlisime dva pripady pro z:

1. x € A: V tomto pfipadé je x € A a tvrzeni trivialné plati.

2. ¢ A (tj. x € A°): Protoze x € A’ (je hromadny bod A) a zaroven x ¢ A, podle Véty
3.7 (¢ast 2) plati, ze = je hrani¢nim bodem A. Tedy z € 0(A).

JelikoZ jsme predpokladali, Ze A je uzaviena, musi A obsahovat vSechny své hrani¢ni body
(Definice 2.4). Plati tedy 0(A) C A.

o Zxed(A) ad(A) C Aplyne, ze x € A.

To je ale spor s nasim predpokladem pro tento piipad (x ¢ A). Tento pfipad tedy nemize
nastat.

Jedind moznost je, ze x € A. Tim jsme ukazali, ze A’ C A.

(<) (A € A = Uzaviena) Predpokladejme, ze A" C A. Chceme ukéazat, ze A je
uzaviena.

e Podle Definice 2.4 (Uzaviena mnozina) staci ukazat, ze A obsahuje v8echny své hrani¢ni
body, tj. d(A4) C A.

Necht = € 9(A). Musime ukézat, ze x € A.

Opét rozlisime dva pripady pro x:

1. z € A: Tvrzeni plati.

2.z ¢ A (tj. v € A°): Protoze = € J(A) (je hrani¢ni bod A) a zaroven z ¢ A, podle Véty
3.7 (¢ast 2) plati, Ze = je hromadnym bodem A. Tedy = € A'.

Z naseho piedpokladu A’ C A nyni plyne, Ze x € A.
e To je ale spor s predpokladem = ¢ A. Tento piipad tedy nemiize nastat.

Jedind mozZnost je, ze x € A. Tim jsme ukézali, ze 9(A) C A, a tedy A je uzaviena. O



Véta 3.9 (Sekvencni charakterizace uzaviené mnoziny). Necht (M,d) je metricky prostor a
A C M. Pak plati:

MnoZina A je uzaviend, prdavé kdyz pro kazdou posloupnost {x,}5° | prvki z A (tedy {x,} C A),
kterd konverguje k néjakému bodu x € M, plati, Ze jeji limita x lezi v A.

Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich s vyuzitim Véty 2.12, ktera fika, ze A je uzaviena
<= A€ je oteviena.
(=) (Predpoklad: A je uzavienda —> A obsahuje své limity)

Predpokladejme, Ze A je uzaviena.

Necht {z,} je posloupnost bodu z A (tj. z,, € A pro v8echna n) a necht x,, — x. Chceme
ukézat, ze x € A.

Postupujme sporem. Piedpokladejme, ze x ¢ A, tedy = € A°.
ProtoZze A je uzavien4, je jeji doplnék A€ otevieny (Véta 2.12).

Podle definice oteviené mnoziny (Definice 2.2) je x vnitinim bodem A€ takZe existuje
r > 0 takové, ze B(z,r) C A°.

To znamena, Ze oteviena koule B(x,r) neobsahuje zadny bod z A.

Z definice konvergence z,, — z ale vime , Ze k tomuto r > 0 (zde ¢ = r) musi existovat
no € N takové, ze pro vSechna n > ng plati x,, € B(z,r).

Tedy x,, € A€ pro n > ng. To je ale spor s predpokladem, Ze x,, € A pro vSechna n.

N&s pocatecni predpoklad (x ¢ A) byl chybny. Musi tedy platit x € A.

(<) (Predpoklad: A obsahuje své limity =— A je uzaviena)

Predpokladejme, Ze A obsahuje limitu kazdé konvergentni posloupnosti svych prvk.

Chceme ukazat, ze A je uzaviena. K tomu (podle Véty 2.12) stac¢i ukazat, ze jeji doplnék
A€ je otevieny.

Musime tedy ukazat, Ze kazdy bod x € A¢ je vnitinim bodem A€.

Zvolme libovolné = € A¢. Chceme najit r > 0 takové, ze B(z,r) C A°.
Postupujme opét sporem. Predpokladejme, Ze x neni vnitinim bodem A°.
To znamena, ze pro Zdadné r > 0 neplati B(x,r) C A°.

Jinymi slovy, kaZdd oteviena koule B(z,r) musi obsahovat alespon jeden bod z A. Tedy
B(z,r) N A # () pro viechna r > 0.

Muzeme zkonstruovat posloupnost:

— Pror; =1 zvolme z; € B(z,1) N A.
— Pro ry = 1/2 zvolme z3 € B(z,1/2) N A.
— Pro r, = 1/n zvolme z,, € B(z,1/n) N A.

Tim jsme ziskali posloupnost {z,} C A.



Z konstrukce plati d(x,,z) < 1/n pro kazdé n. Z toho plyne, Ze lim, o d(x,,z) = 0, a
tedy =, — .

e Nagli jsme konvergentni posloupnost {z,} prvki z A, jejiz limita je x.

e Podle predpokladu této implikace musi A obsahovat tuto limitu. Tedy x € A.

e To je ale spor s nasi volbou x € A°.

e N&3 predpoklad (z neni vnitinim bodem A€) byl chybny.

e Bod z je tedy vnitfnim bodem A¢. Jelikoz x bylo libovolné, je A€ oteviend mnoZina.

e Tim je dokazano, ze A je uzaviena.

4 Kompaktnost

Zatimco uzavienost a otevienost nam pomohly pochopit lokdlni vlastnosti mnozin (co se déje
v okoli bodit), kompaktnost popisuje globdlni vlastnost, kterd v metrickych prostorech tzce sou-
visi 8 kone¢nosti. V euklidovskych prostorech R™ (s b&Znou metrikou) plati (dle Heine-Borelovy
véty), ze kompaktni mnoziny jsou pfesné ty, které jsou uzaviené a omezené.

V obecnych metrickych prostorech je situace slozitéjsi, ale ekvivalentni definici (znamou jako
sekven¢ni kompaktnost) je nésledujici:

Definice 4.1 (Kompaktni mnoZina (sekven¢ni)). Necht (M,d) je metricky prostor. Rekneme,
ze podmnozina A C M je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti {z,,}>°; prvka z A (tedy
{zn} C A) lze vybrat konvergentni podposloupnost {z,, }?°,, jejiz limita = lezi v A.

A je kompaktni <= (V{z,} C A)(IH{x,,} C{z,})(3x € A)(xy, — 2)

Véta 4.2 (Kompaktni mnoZina je uzaviena). Necht (M,d) je metricky prostor. Je-li mnoZina
A C M kompaktni, pak je A uzaviend.

Drikaz. Chceme dokézat, ze A je uzaviend mnozina.

e Vyuzijeme k tomu sekvenéni charakterizaci uzaviené mnoziny (Véta 3.9). Sta¢i nam ukézat,
ze A obsahuje limitu kazdé konvergentni posloupnosti svych prvki.

e Zvolme tedy libovolnou posloupnost {z,}5° ; takovou, ze {x,} C A (v8echny jeji ¢leny lezi
v A) a které je konvergentni, tj. z,, — = pro néjaké xz € M.

e Musime ukazat, ze z € A.

e Vime, 7Ze A je kompaktni. Z Definice 4.1 (sekven¢ni kompaktnost) plyne, Ze z posloupnosti
{zn} (kterd je cela v A) lze vybrat podposloupnost {x,, }3° 4, ktera konverguje k néjakému
bodu y € A.

o Nyni méame:

1. Cela posloupnost {z,} konverguje k z.

2. Vybrana podposloupnost {z,, } konverguje k y, kde y € A.



7 vlastnosti konvergence v metrickych prostorech vime, Ze pokud posloupnost konverguje
k néjakému limitnimu bodu, pak kazda jeji podposloupnost musi konvergovat k témuz
limitnimu bodu.

Proto musi platit x = y.

Jelikoz y € A, plyne z toho, ze x € A.

Tim jsme dokazali, Ze limita x nasi libovolné konvergentni posloupnosti z A lezi v A.

Podle Véty 3.9 je tedy mnoZzina A uzaviena.

Definice 4.3 (Omezena mnozina). Necht (M, d) je metricky prostor. Rekneme, Ze podmnoZina
A C M je omezena, jestliZe je obsaZena v ndjaké oteviené kouli.

A je omezend <= (Jzg € M)(3r > 0)(A C B(xo,r))

Véta 4.4 (Kompaktni mnozina je omezend). Necht (M,d) je metricky prostor. Je-li mnoZina
A C M kompaktni, pak je A omezend.

Diikaz. Dtikaz provedeme nepiimo. Z predpokladu neomezenosti odvodime existenci posloupnosti
z, € A takové, ze pro kazdou dvojici xy, zy, jejich ¢lend plati d(zy,,z,,) > 1. Tato nerovnost
pak plati i pro kazdou vybranou podposloupnost. Pro ¢ = 1/2 pak z pozadavku konvergence
posloupnosti a z trojuhelnikové nerovnosti plyne pro n, m vétsi nez vhodné zvolené ng

AT, xm) < d(zp,z) +d(x,z0) <1/24+1/2=1

Proto nemtize byt zaddna vybrana posloupnost konvergentni a tedy mnozina A neni kompaktni.

Pojdme zkonstruovat posloupnost. ProtoZe A neni omezen4, je neprazdnd, zvolme z; € A
libovolné. Pii konstrukei dalsich ¢lenti posloupnosti budeme vychézet z toho, Ze pro kazdy po-
lomér r > 0 obsahuje koule B(z1,r) alespon jeden bod z mnoZiny A. Polomér koule r budeme
konstruovat tak, aby novy ¢len posloupnosti x, mél vzdalenost od kazdého predchoziho ¢lenu
Ty, alespon jedna. Formélné zapsano

Vm e N,m < n:d(zp,zm) > 1 (1)

Pro n = 2 zvolime polomér r = d(z1,x2). Pak pro za & B(x1,r) plati (1).
Pro n = 3 zvolime polomér r spliiujici
o v > 1, pak 2 23 ¢ Blay,r) plyne d(zy, z5) > 1

e r >d(x1,x2) + 1, pak z trojuhelnikové nerovnosti plyne d(za,x3) > d(z1, x3) — d(z1,z2) a
z x3 & B(x1,r) pak plyne d(z2,z3) > 1.

Takové r je napifklad r = max{1,1+ d(z1,x2)}.
Pro n = 4 zvolime polomér r

r=max{l,1+d(x1,22),1 +d(x1,23)}

Pak pro x4 & B(x1,r) plati
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o d(xg,x1)>1

o d(zy,x2) > d(xg,x1) — d(x1,22) > 7 —d(21,22) > 1

e analogicky dostaneme d(x4,x3) > 1

Analogicky zkonstruujeme x,, pron =5,6,.... O

Poznamka 4.5. Véty 4.2 a 4.4 nam tikaji, ze kazd4d kompaktni mnozina je uzaviena a ome-
zené. V obecnych metrickych prostorech neplati opa¢na implikace, na rozdil od R", jak tvrdi
nésledujici véta.

Véta 4.6 (Heine-Borelova véta v R™). V euklidovském prostoru R™ (s béZnou metrikou d.) plati
ndsledujici ekvivalence:

Podmnozina A CR" je kompaktni < A je uzaviend a omezend.

Ndért dikazu (sméru < ). Dikaz, Ze uzaviend a omezena mnozina A C R"™ je kompaktni, se
opiréd o Bolzano-Weierstrassovu vétu v R". Ta fika, ze kaZdd omezend posloupnost v R™ md
konvergentni podposloupnost.

Chceme-li ukazat, ze A je (sekvencné) kompaktni, vezmeme libovolnou posloupnost (z) v A.
ProtoZe A je omezend, je i (x) omezené. Nyni staci ukazat, Ze z ni lze vybrat podposloupnost,
ktera konverguje k bodu z, ktery je (diky uzavienosti A) také v A.

Myslenky dukazu Bolzano-Weierstrassovy véty (metodou piileni intervali) jsou nasledujici:

e 1. Omezenost a hyperkrychle: Méjme omezenou posloupnost (zj) v R™. Protoze je ome-
zend, muzeme celou posloupnost uzaviit do jedné velké n-rozmérné uzaviené hyperkrychle

Hy.

e 2. Dé&leni (Metoda puleni): Hyperkrychli Hy rozdélime ,,v pili“ v kazdém z n rozméra.
Tim ziskame 2" mensich, uzavienych hyperkrychli, které dohromady pokryvaji celou Hy.

e 3. Vybér (Dirichletiv princip): Posloupnost (z) ma nekonené mnoho ¢leni. Protoze
2" je koneény pocet, alespon jedna z téchto mensich hyperkrychli — nazvéme ji Hi — musi
obsahovat nekoneé¢né& mnoho ¢lentd puvodni posloupnosti.

e 4. Iterace a vnoiené mnoziny: Tento proces opakujeme: Hj rozdélime a vybereme Ho,
kterd mé nekonetné mnoho ¢leni, atd. Ziskdme tak posloupnost vnotfenych, uzavienych
hyperkrychli:

Hy 2> Hi D HyD ...

Dulezité je, ze prumér (diametr) téchto hyperkrychli konverguje k nule, diam(Hy) — 0 pro
k — oo.

e 5. Nalezeni limitniho bodu (Cantorova véta): Protoze R" je uplny prostor, miizeme
pouzit Cantorovu vétu o vnofenych uzavienych mnozinach. Prinik tohoto systému vnofe-
nych mnozin je neprazdny a obsahuje presné jeden bod z.

() Hr = {=}
k=0

e 6. Konstrukce podposloupnosti: Nyni vybereme podposloupnost (a;kj) tak, Ze vezmeme
jeden ¢len zy z kazdé hyperkrychle H; (pficemz dbame na to, aby indexy rostly: k1 < k2 <

).
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e 7. Diikaz konvergence: Pro takto vybranou podposloupnost plati, ze € H; (protoze
x je v priniku vSech) a xy; € Hj (dle konstrukce). Vzdalenost mezi nimi je tedy omezena
pramérem hyperkrychle:

d(x, ;) < diam(H;)

A protoze diam(H;) — 0, musi platit, ze zk; — x. Nasli jsme tedy konvergentni podpo-
sloupnost.

ProtoZe mnoZzina A z véty Heine-Borel byla uzaviena a vSechny ¢leny zy; leZely v A, musi
i jejich limita x lezet v A. Tim je diikaz dokoncen. O

5 Spojita zobrazeni

Nyni, kdyZ jsme definovali zakladni vlastnosti mnozin (otevienost, uzavienost, kompaktnost),
muzeme definovat klicovou vlastnost zobrazeni (funkei) mezi metrickymi prostory.

Definice 5.1 (Spojité zobrazeni). Necht (M, dys) a (P,dp) jsou dva metrické prostory.

1. Rekneme, 7e zobrazeni f : M — P je spojité v bodé zg € M, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje § > 0 takové, Ze pro v8echny body = € M plati:

dy(z,20) <6 = dp(f(z), f(20)) <e

(Jinymi slovy: vzor d-okoli bodu zq se zobrazi do e-okoli bodu f(zg).)

2. Rekneme, 7e zobrazeni f : M — P je spojité (na M), jestlize je spojité v kazdém bodé
xg € M.

Jednou z nejdulezitéjsich aplikaci kompaktnosti je zaruka existence extrému pro realné spojité
funkce, znama jako Weierstrassova véta.

Véta 5.2 (Weierstrassova véta o existenci extrémii). Necht (M, d) je metricky prostor, A C M
je kompaktni neprdazdnd mnozina o f : A — R je spojitd funkce (kde R wvaZujeme s béZnou
metrikou d(a,b) = |a —b|).

Pak funkce f nabgvd na mnoziné A svého maxima a minima. Tj. existuji body Tmin € A a
Tmax € A takové, Ze:

f(xmin) = inf f(:l)) a f(xmax) = sup f(l))
€A €A
Diikaz. Dikaz provedeme pro maximum (existence minima je analogickd). Dikaz mé dvé ¢asti:
1. Ukazeme, ze obraz f(A) = {f(x) | x € A} je kompaktni podmnozina R.

2. Ukazeme, ze kompaktni podmnozina R obsahuje své supremum.

Krok 1: Obraz kompaktni mnoziny je kompaktni. Chceme ukéazat, ze f(A) C R je
kompaktni. PouZijeme sekvenéni definici (Definice 4.1).

o Necht {y,}72, je libovolna posloupnost prvki z f(A).

e 7 definice obrazu f(A) vime, Ze pro kazdé y,, existuje (alespon jeden) vzor x,, € A takovy,
ze f (mn) = Yn-

e Tim jsme ziskali posloupnost {z,}>2; prvki z A.
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Protoze A je kompaktni (z pfedpokladu véty), musi existovat podposloupnost {z,, }7°,
konvergujici k néjakému bodu xg € A.

Protoze f je spojita (v bodé zp), musi pro tuto podposloupnost platit (ze sekvené¢ni definice
spojitosti, ktera je ekvivalentni e-§ definici), Ze:

lim f(zn,) = f(o)

k—o00
Ale f(zp,) = Yn,. Nasli jsme tedy podposloupnost {yy, } ptvodni posloupnosti {yy}.
Tato podposloupnost konverguje: limy_, o Yn, = f(20).
Jelikoz z¢ € A, limita f(xg) je prvkem f(A).

Z libovolné posloupnosti y, v f(A) jsme vybrali konvergentni podposloupnost yy, , jejiz
limita lezi v f(A).

To je pfesné definice toho, ze f(A) je kompaktni mnozina.

Krok 2: Kompaktni mnozina v R nabyva svého suprema.

Z Kroku 1 vime, ze f(A) je kompaktni.

Podle Vét 4.2 a 4.4 (které plati v kazdém metrickém prostoru, tedy i v R) plati, ze f(A)
je uzaviena a omezena.

Protoze f(A) je omezena (a neprazdné, A # (), z axiomu uplnosti R vime, ze existuje jeji
kone¢né supremum S = sup f(A).

Z definice suprema plati, Ze pro kazdé n € N existuje prvek y, € f(A) takovy, ze S — % <
Yn < S.

Z véty o dvou straznicich (v R) plyne, Ze posloupnost y,, konverguje k S.
Tedy: {yn} C f(A) alimy, = S.

Protoze f(A) je uzaviena mnozina, musi podle sekvenéni charakterizace (Véta 3.9) obsa-
hovat limitu kazdé konvergentni posloupnosti svych prvk.

Z toho plyne, ze S € f(A).

Nasli jsme tedy prvek S v f(A), ktery je supremem f(A). To znamena, Ze existuje Tpax € A
takoveé, Ze f(Zmax) = S.

Dukaz existence minima I = inf f(A) je zcela analogicky (pracuje se s posloupnosti I < y, <

I+2

). O

6 Uplné metrické prostory

V pfedchozi kapitole jsme zavedli pojem konvergentni posloupnosti. Nyni zavedeme blizce souvi-
sejici, ale obecné&jsi pojem cauchyovské posloupnosti, ktery nam umozni definovat klicovou vlast-
nost metrického prostoru — jeho uplnost.

Definice 6.1 (Cauchyovska posloupnost). Posloupnost {x,}52; v metrickém prostoru (M, d) se
nazyva cauchyovska (nebo fundamentalni), jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové,
7e pro v8echna m,n > ng plati

d(Xpm, Tp) < €.
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Intuitivné to znamené, Ze ¢leny posloupnosti se k sobé s rostoucim n ,,neomezené priblizuji®,
bez ohledu na to, zda v daném prostoru existuje jejich limita.

Véta 6.2. Kazdd konvergentni posloupnost v metrickém prostoru je cauchyouvskd.

Diikaz. Necht {z,} je konvergentni posloupnost v (M, d) s limitou x € M. Chceme dokazat, ze
je cauchyovska. Zvolme libovolné € > 0. Hleddme ng € N takové, Ze pro vSechna m,n > ng plati
d(xm, xy) < €. Protoze z, — x, k ¢islu €/2 > 0 existuje nyg € N takové, Ze pro vSechna k > ng
plati d(zy, ) < €/2. Zvolme nyni libovolna m,n > ng. Pouzijeme trojahelnikovou nerovnost pies
bod z:

AT, ) < d(Tm, x) + d(z, Tp)

Protoze m > ng i n > ng, plati d(xm,,x) < €/2 a diky symetrii metriky i d(x, z,) = d(z,,z) <
¢/2. Dohromady dostéavame:

o) o ) ) < § 5 =

Nalezli jsme hledané ng. Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska. O]

Jak jsme pravé dokazali, kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opacéna implikace
ale obecné neplati. A praveé to, zda plati, definuje uplnost prostoru.

Definice 6.3 (Uplny metricky prostor). Metricky prostor (M, d) se nazyva Gplny, jestlize v ném
kazda cauchyovska posloupnost konverguje (tj. ma limitu = € M).

Uplny prostor je tedy takovy, ktery ,nema diry“. Pokud se body posloupnosti k sobé chovaji
tak, ,,jako by“ mély konvergovat, pak v tomto prostoru skutecné existuje bod, k némuz konverguji.

P#iklad 6.4 (Uplny prostor). Prostor realnych &isel (R, d) se standardni metrikou d(z,y) =
|z — y| je aplny. Toto je fundamentélni vlastnost, ktera odlisuje realna ¢isla od racionélnich.
Kazdé cauchyovska posloupnost realnych ¢isel méa realnou limitu.

Priklad 6.5 (Neuplny prostor). Prostor racionélnich ¢isel (Q, d) se standardni metrikou d(zx,y) =
|z — y| neni aplny. Uvazujme posloupnost racionalnich aproximaci éisla /2, napiiklad z; = 1,
xo = 1.4, x3 = 1.41, x4 = 1.414,. ... Tato posloupnost {x,} je tvofena pouze racionalnimi ¢isly
(vSechny jsou koneéné desetinné rozvoje). Protoze v R konverguje k /2, je cauchyovska. Je tedy
cauchyovskéa i v Q. Jeji limita je viak v/2, co neni prvek Q. Tato cauchyovska posloupnost tedy
v prostoru Q nemd limitu. Prostor Q méa ,diru“ tam, kde by mélo byt /2.
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