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1 Polarni souradnice

Na obréazku jsou znézornény polarni souradnice bodi v roviné. Vychazime z definice goni-
ometrickych funkei na jednotkové kruznici: prusecik polopiimky svirajici s osou x thel ¢
s kruznici » = 1 ma soufadnice [cos(¢), sin(y)]. Vynasobenim téchto souradnic faktorem
r dostaneme bod na kruznici o poloméru r, tedy [r cos(p), rsin(p)].

Cisla r, ¢ nazyvame polarnimi soufadnicemi bodu [z, y] = [rr cos(ip), rsin(p)].
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*Obrazky byly vytvoreny s pomoci ChatGPT, verze 5.2



Soufadnici 7 bodu A miizeme popsat jako velikost privodice bodu A piipadné jako vzdal-
nost bodu A od pocéatku souradného systému.

Soutadnici ¢ bodu A muzeme popsat jako orientovany thel, ktery svird pruvodi¢ bodu
A s kladnou poloosou x. Znaménko thlu je dané znaménkem orientace, pritom za kladny
smér povazujeme otaceni proti sméru hodinovych rucicek.

Napfiiklad ve ¢tvrtém kvadrantu muze byt uhel ¢ bud zaporny ¢ € (—m/2,0) nebo kladny
¢ € (37/2,2m). Zalezi na sméru, ktery vybereme.

Vzorce pro prevod polarnich souradnic na kartézské tedy jsou

r = rcos(p)

= rsin(p)
Pro opaény pievod pouzijeme pro soufadnici » Pytagorovu vétu. Uhel ¢ spoéitame z po-
dilu y/x = arctg(ep).
V prvnim a ¢étvrtém kvadrantu dostaneme vztahy

r = "$2+y2

p = arctg(y/x)

Zde jsme ve ¢tvrtém kvadrantu zvolili zaporny smér. Pii volbé kladného sméru dostaneme
@ = 27 + arctg(y/x).
Ve druhém a tfetim kvadrantu dostaneme vztahy

N

¢ = w+arctg(y/z)

Pro osu y pak: pro kladnou poloosu ¢ = 7/2 a pro zapornou poloosu ¢ = 37w/2 nebo
piipadné ¢ = —m /2.

Zbyvé pocatek, bod [0,0] pro ktery polarnin souradnici ¢ nedefinujeme. Je to zaroven
jediny bod, pro ktery ma druha polarni souradnice nulovou hodnotu: r = 0.



2 Vysec¢ mezikruzi

Na obrézcich je pro poloméry Ry, Ry > 0, Ry < Ry vySrafovana vyse¢ mezikruzi mezi
kruznicemi o polomérech R;, Ry vytknuté thlem o velikosti &5 — ®;. Vysec¢ formélné
popiSeme

V = {[rcos(p),rsin(p)] : r € [Ry, Ry, v € [P1, Do)}

Zapis ¢teme: mnozina V je tvofena usporadanymi dvojicemi [rcos(y),rsin(y)], kde r €
[Rl, RQ] a e [(I)l, (I)g]
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Dvojny integréal definujeme analogicky jako v kartézskych soutadnicich. Intervaly [R;, Rs],
[®, §y] rozdélime délicimi body na mensi intervaly. Na obrazku vpravo vidime vyseé¢
ur¢enou dvojici intervalil [r;, rit1], [@;, ©j+1)-

Analogicky jako v kartézskych soufadnicich definujeme mnozinu funkénich hodnot

fii = {f(rcos(p),rsin(p) - r € [ri, rin], ¢ € [@j, 050}
Supremum a infimum ttéto mnoziny oznacime
Hij = sup fiju Dij = inf fij

K napsani vzorce pro horni a dolni integralni soucet potiebujeme znéat vzorec pro obsah
vyseCe mezikruzi. Odvodime ho v nasledujici kapitole.



3 Velikost elementarniho obsahu

Na obrazku je vysrafovana vyse¢ mezikruzi mezi kruznicemi o polomérech r;, ;1 vytknuta
tthlem o velikosti ;11 — ¢;.

) o . . . ,
Vypocteme obsah vysrafované oblasti. Obsah celého
mezikruzi S, vypocteme jako rozdil obsahu vétsiho
Dt a mensiho kruhu
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Obsah vysece S, je tmérné velikosti thlu a pro cely
thel A® = 27 je rovna plose mezikruzi. Tedy

it = $;
S, =g
T i1 X 2

Po dosazeni za plochu S, a po pokraceni faktorem 7 dostaneme

O e GAE

Pro dalsi ipravu pouzijeme vzorec pro rozdil ¢tverct

7’@'2+1 - 7’@'2 = (Pig1 — 13)(Pig1 +74)

a oznacime
Ar; =11 — 15, Apj = @jp — @j,

Dostaneme A
Sy = 2% Ari(rigr + 1)
a po preskupeni ¢lenti dostaneme
S, = AgojAn-mlTM (1)



4 Dvojny integral pocitany v polarnich souradnicich

Nyni prikro¢ime k definici hornich a dolnich integralnich souct.

Ozna¢me déleni intervalu [Ry, R]
I={r;:ie{0,1,...,m}, 7 <ryqgproie{0,1,...,m—1}
a déleni intervalu [®q, ®s]

J={p;:7€{0,1,....,n}, ¢; <@j41proje{0,1,...,n—1}

Dolni integralni soucet pak ziskdme poscitani soucinu infim D;; a elementarnich obsahii

(riv1 — 1) (i1 — ;) "2 Dostaneme
m—1n—1
Ti + Tl
Dryy= Dij(rivr — 1) (@j41 — %‘)%
i=0 j=0
Analogicky dostaneme horni integrélni soucet
m—1n—1
i+ Tiy1
Hygyp = Hij(rivs =) (9501 = 05) =5
i=0 j=0

Hornim integralem funkce f na vyse¢i mezikruzi V' nazveme ¢islo

//f = inf{Hy s : déleni I intervalu [Ry, Rs], déleni J intervalu [®y, @,
v

Dolnim integralem funkce f na vyse¢i mezikruzi V' nazveme ¢&islo

// f =sup{Dy s : déleni I intervalu [R;, Ry|, déleni J intervalu [®;, O]
v

Funkci f nazveme integrovatelnou na vysec¢i mezikruzi V', pokud plati

/_/sz/_/vf

a tuto spolecnou hodnotu nazyvame dvojnym integralem funkce f na vyseci mezikruzi V.



5 Metoda vypoctu
K vypoc¢tu dvojného integralu funkce (z,y) — f(x,y) pres vyse¢ mezikruzi V'
V = {[rcos(p),rsin(p)] : v € [R1, Ra], ¢ € [P1, Do}

pouzijeme dvojny integral z funkce (r, p) — rf(r cos(p), rsin(yp)) pies obdélnik [Ry, Rs] X
[®, ®y]. Tento dvojny integral pak spocitime pomoci Fubiniovy véty.

N&s vypocet stoji na tvrzeni zformulovaném ve vété.

Véta (o substituci dvojného integralu do polarnich soufadnic). Necht V' je vyse¢
mezikruzi

V = {[rcos(p),rsin(p)] : v € [R1, Ra], ¢ € [P1, Do}
Necht funkce f je spojitd na V.

Necht O je obdélnik
O = [Rl, RQ] X [(I)l, @2]

Necht f je funkce definovana na obdélniku O vztahem

f(r, ) =1 f(rcos(p), rsin(p))

Pak dvojny integral funkce f na mnoziné V je roven dvojnému integralu funkce f na
mnoziné O.

Hlavni myslenka dikazu je:

ukazat, ze pro dostatecné jemné déleni obdélniku O (7,41 — r; < J) se suprema/infima
hodnot funkee f lisi malo (nejvyse o €) od suprema funkce f vynasobeného (riyq +1;)/2.
Jinymi slovy: nevadi zaména r za (r; +175)/2.

Odtud pak plyne rovnost hornich/dolnich integralia a odtud tvrzeni véty.



