
Bodová a stejnoměrná konvergence posloupnosti

funkćı

Materiál pro studenty učitelstv́ı matematiky

Při studiu posloupnost́ı funkćı se setkáváme s r̊uznými typy konvergence. Dva základńı a

nejd̊uležitěǰśı pojmy jsou bodová a stejnoměrná konvergence. Pochopeńı rozd́ılu mezi nimi je

kĺıčové pro daľśı studium matematické analýzy, zejména pro otázky záměny limity a integrálu

či derivace.

1. Bodová konvergence

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}
∞

n=1
definovaných na množině M konverguje bodově

k funkci f na M , jestliže pro každé pevně zvolené x0 ∈ M č́ıselná posloupnost {fn(x0)}
∞

n=1

konverguje k č́ıslu f(x0).

Definice (formálně):

∀x ∈ M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Kĺıčové je, že přirozené č́ıslo n0 (index, od kterého jsou členy posloupnosti ”dostatečně bĺızko”li-

mitě) může záviset jak na volbě ε, tak na volbě bodu x. Pro r̊uzná x můžeme potřebovat r̊uzně

velká n0, aby byla splněna podmı́nka konvergence. Znač́ıme: fn → f na M .

2. Stejnoměrná konvergence

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}
∞

n=1
definovaných na množině M konverguje stejnoměrně

k funkci f na M , jestliže ke každému ε > 0 existuje takové n0, že pro všechna n ≥ n0 a pro

všechna x ∈ M plat́ı nerovnost |fn(x)− f(x)| < ε.

Definice (formálně):

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀x ∈ M : |fn(x)− f(x)| < ε.

Zásadńı rozd́ıl je v pozici kvantifikátoru ∀x ∈ M . Zde n0 záviśı pouze na ε, nikoli na konkrétńım

bodě x. To znamená, že od jistého indexu n0 se grafy všech následuj́ıćıch funkćı fn muśı nacházet

v ”ε-ovém pásu”okolo grafu limitńı funkce f na celé množině M . Stejnoměrná konvergence je

tedy silněǰśı pojem než bodová konvergence. Znač́ıme: fn ⇒ f na M .
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3. Grafické znázorněńı

Následuj́ıćı graf ilustruje limitńı funkci f a jej́ı ε-okoĺı. Pro stejnoměrnou konvergenci muśı od

určitého indexu n0 ležet grafy všech funkćı fn (pro n ≥ n0) kompletně uvnitř tohoto červeně

vyznačeného pásu.

x

y

f(x)

f(x) + ε

f(x)− ε

fn(x)

ε-pás pro funkci f

4. Jak zjǐst’ovat stejnoměrnou konvergenci

Zat́ımco bodovou konvergenci ověř́ıme ”jednoduše”zlimitováńım funkce fn(x) pro pevné x, pro

stejnoměrnou konvergenci potřebujeme silněǰśı nástroje. Následuj́ıćı věty jsou kĺıčové.

Nutná podmı́nka: Z definice je zřejmé, že pokud posloupnost {fn}
∞

n=1
konverguje k f na M

stejnoměrně, pak k ńı na M konverguje i bodově. Pokud tedy posloupnost nekonverguje bodově,

nemůže konvergovat ani stejnoměrně. Prvńım krokem je tedy vždy nalezeńı bodové limity.

Postačuj́ıćı a nutná podmı́nka (supremové kritérium): Toto je nejd̊uležitěǰśı praktický

nástroj. Posloupnost funkćı {fn}
∞

n=1
konverguje stejnoměrně k funkci f na množině M právě

tehdy, když plat́ı:

lim
n→∞

(

sup
x∈M

|fn(x)− f(x)|

)

= 0.

Přeformulace a význam: Prakticky to znamená, že pro každé n najdeme největš́ı ”svis-

lou”vzdálenost mezi grafy funkćı fn a f na celé množině M . Tuto maximálńı odchylku označ́ıme

an = supx∈M |fn(x)− f(x)|. Pokud tato posloupnost maximálńıch odchylek {an}
∞

n=1
jde k nule,

pak je konvergence stejnoměrná.

5. Vlastnosti a význam stejnoměrné konvergence

Stejnoměrná konvergence je silněǰśı pojem než bodová konvergence, a proto nám zaručuje, že

některé d̊uležité vlastnosti funkćı fn se přenesou i na limitńı funkci f . Následuj́ıćı věty (uvedené

bez d̊ukaz̊u) jsou piĺı̌ri matematické analýzy.
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Spojitost limitńı funkce

Věta: Necht’ {fn}
∞

n=1
je posloupnost funkćı spojitých na intervalu I, která na tomto intervalu

stejnoměrně konverguje k funkci f . Potom je i funkce f spojitá na intervalu I.

Přeformulace a význam: Tuto větu lze chápat tak, že ”stejnoměrná limita spojitých funkćı

je spojitá funkce”. Bodová konvergence nám spojitost limitńı funkce nezaruč́ı. Tato vlast-

nost je zásadńı, protože nám dovoluje pracovat s limitńı funkćı s jistotou, že v ńı nevzniknou

”skoky”nebo nespojitosti, pokud byly p̊uvodńı funkce ”slušné”(tj. spojité).

Záměna limity a integrálu

Věta: Necht’ {fn}
∞

n=1
je posloupnost funkćı integrovatelných na intervalu [a, b], která na tomto

intervalu stejnoměrně konverguje k funkci f . Potom je i funkce f integrovatelná na [a, b] a plat́ı:

lim
n→∞

∫

b

a

fn(x) dx =

∫

b

a

(

lim
n→∞

fn(x)
)

dx =

∫

b

a

f(x) dx.

Přeformulace a význam: Věta ř́ıká, že při stejnoměrné konvergenci můžeme ”prohodit”ope-

rátory limity a integrálu. Tedy limita integrál̊u je rovna integrálu z limity. To nám extrémně

zjednodušuje výpočty, protože často je mnohem snazš́ı zintegrovat již zlimitovanou, a tedy

jednodušš́ı, funkci f než poč́ıtat integrály složitých funkćı fn a z výsledku pak dělat limitu.

Záměna limity a derivace

Věta: Necht’ {fn}
∞

n=1
je posloupnost funkćı, které maj́ı na otevřeném intervalu I vlastńı derivaci.

Necht’ dále plat́ı:

1. Posloupnost {fn}
∞

n=1
konverguje alespoň v jednom bodě x0 ∈ I.

2. Posloupnost derivaćı {f ′

n}
∞

n=1
konverguje stejnoměrně na I k funkci g.

Potom posloupnost {fn}
∞

n=1
konverguje stejnoměrně na I k nějaké funkci f , která má na I

derivaci, a plat́ı f ′ = g. Tedy:

(

lim
n→∞

fn(x)
)

′

= lim
n→∞

f ′

n(x).

Přeformulace a význam: Podobně jako u integrálu, i zde můžeme za určitých podmı́nek

zaměnit pořad́ı limity a derivace. Podmı́nky jsou zde ale př́ısněǰśı: nestač́ı stejnoměrná konver-

gence p̊uvodńı posloupnosti fn, ale muśıme požadovat stejnoměrnou konvergenci posloupnosti

derivaćı f ′

n. Věta nám pak zaručuje, že derivace limitńı funkce je to samé, co limita posloupnosti

derivaćı.
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