Bodova a stejnomérna konvergence posloupnosti
funkci

Material pro studenty ucitelstvi matematiky

Pii studiu posloupnosti funkci se setkdvame s ruznymi typy konvergence. Dva zékladni a
nejdulezitéjsi pojmy jsou bodova a stejnomérnd konvergence. Pochopeni rozdilu mezi nimi je
klicové pro dalsi studium matematické analyzy, zejména pro otazky zamény limity a integralu

¢i derivace.

1. Bodova konvergence

Rekneme, ze posloupnost funkei { fn}5e, definovanych na mnoziné M konverguje bodové
k funkci f na M, jestlize pro kazdé pevné zvolené zo € M ¢iselnd posloupnost { fy(zo)}02,

konverguje k ¢islu f(xg).

Definice (formalneé):

VeeM Ve>0 dngeN VneNn>ng: |fulz)— flz)]<e.

Klicové je, ze piirozené ¢islo ng (index, od kterého jsou ¢leny posloupnosti ”dostateéné blizko”li-
mité) muze zéviset jak na volbé e, tak na volbé bodu z. Pro ruzna = muzeme potfebovat ruzné
velkd ng, aby byla splnéna podminka konvergence. Znacime: f,, — f na M.

2. Stejnomérna konvergence

Rekneme, ze posloupnost funkef {fn}>2 definovanych na mnoziné M konverguje stejnomérné
k funkci f na M, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takové ng, ze pro vsechna n > ng a pro
vSechna x € M plati nerovnost |f,(z) — f(z)] < e.

Definice (formalné):

Ve>0 dnpeN VneNn>ny YeeM: |folz)—f(z) <e.

Zasadni rozdil je v pozici kvantifikatoru Vo € M. Zde ng zavisi pouze na ¢, nikoli na konkrétnim
bodé z. To znamen4, ze od jistého indexu ng se grafy vSech nasledujicich funkci f,, musi nachazet
v 7e-ovém pasu”okolo grafu limitni funkce f na celé mnoziné M. Stejnomérnad konvergence je

tedy silnéjsi pojem nez bodové konvergence. Zna¢ime: f, = f na M.



3. Grafické znazornéni

Nasledujici graf ilustruje limitni funkci f a jeji e-okoli. Pro stejnomérnou konvergenci musi od
ur¢itého indexu ng lezet grafy vSech funkei f,, (pro n > ng) kompletné uvnitt tohoto éervené
vyznaceného pasu.

4. Jak zjistovat stejnomérnou konvergenci

Zatimco bodovou konvergenci ovéiime ”jednoduse” zlimitovanim funkce f,(z) pro pevné z, pro

stejnomérnou konvergenci potiebujeme silnéjsi nastroje. Nasledujici véty jsou klicové.

Nutni podminka: Z definice je zfejmé, ze pokud posloupnost {f,}>2; konverguje k f na M
stejnomérné, pak k ni na M konverguje i bodové. Pokud tedy posloupnost nekonverguje bodové,
nemuze konvergovat ani stejnomérné. Prvnim krokem je tedy vzdy nalezeni bodové limity.
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nastroj. Posloupnost funkei {f,}72, konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné M prave
tehdy, kdyz plati:
i (sup 11, (o) - 1(2)]) 0.

n—o0 xeM

Pieformulace a vyznam: Prakticky to znamend, Ze pro kazdé n najdeme nejvétsi ”svis-
lou” vzdalenost mezi grafy funkci f,, a f na celé mnoziné M. Tuto maximalni odchylku oznac¢ime
an = supycys | fn(z) — f(2z)|. Pokud tato posloupnost maximalnich odchylek {a,}>2; jde k nule,
pak je konvergence stejnomeérna.

5. Vlastnosti a vyznam stejnomérné konvergence

Stejnomérnd konvergence je silnéjsi pojem nez bodova konvergence, a proto nam zarucuje, ze
nékteré dulezité vlastnosti funkei f,, se prenesou i na limitni funkei f. Nésledujici véty (uvedené
bez dukazu) jsou pilifi matematické analyzy.



Spojitost limitni funkce

Véta: Necht {f,}>°, je posloupnost funkef spojitych na intervalu I, kterd na tomto intervalu
stejnomérné konverguje k funkci f. Potom je i funkce f spojitd na intervalu I.

Pieformulace a vyznam: Tuto vétu lze chapat tak, ze ”stejnomérnd limita spojitych funkci
je spojita funkce”. Bodova konvergence ndm spojitost limitni funkce nezaruci. Tato vlast-
nost je zasadni, protoze nam dovoluje pracovat s limitni funkci s jistotou, ze v ni nevzniknou
”skoky”nebo nespojitosti, pokud byly puvodni funkce ”slusné” (tj. spojité).

Zaména limity a integralu

Véta: Necht {f,,}5°, je posloupnost funkef integrovatelnych na intervalu [a, b], kterd na tomto
intervalu stejnomérné konverguje k funkei f. Potom je i funkce f integrovatelna na [a, b] a plati:

lim bfn(x) dx = /ab (Jg}g@ fn(:c)> dx = /ab f(z)dz.
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Pieformulace a vyznam: Véta iikd, ze pii stejnomérné konvergenci muzeme ”prohodit” ope-
ratory limity a integralu. Tedy limita integrala je rovna integrélu z limity. To ndm extrémné
zjednodusuje vypocty, protoze casto je mnohem snazsi zintegrovat jiz zlimitovanou, a tedy
jednodussi, funkci f nez pocitat integrély slozitych funkci f,, a z vysledku pak délat limitu.

Zameéna limity a derivace

Véta: Necht {f,}5°, je posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I vlastn{ derivaci.
Necht dale plati:

1. Posloupnost {f,}>2 konverguje alespon v jednom bodé zg € I.

2. Posloupnost derivaci {f},}2°; konverguje stejnomeérné na I k funkei g.

Potom posloupnost {f,}5%; konverguje stejnomérné na I k néjaké funkci f, kterd ma na [
derivaci, a plati f' = g. Tedy:
!/
(hm fn(x)) = lim f/ ().
n—oo
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Pieformulace a vyznam: Podobné jako u integrdlu, i zde muzeme za urcitych podminek
zaménit poradi limity a derivace. Podminky jsou zde ale pfisnéjsi: nestaci stejnomérna konver-
gence puvodni posloupnosti f,,, ale musime pozadovat stejnomérnou konvergenci posloupnosti
derivact f],. Véta ndm pak zarucuje, ze derivace limitni funkce je to samé, co limita posloupnosti

derivaci.



