Mocninné rady

Material pro studenty ucitelstvi matematiky

Definice 1 (Mocninnd tada). Necht {a,}%, je posloupnost redlnijch nebo komplexnich éisel a o je
redlné nebo komplexni éislo. Pak Tada

o0
Zan(x—:ﬁo)” =ag+ a1(z — xg) + az(zx — 20)* + ...

n=0
se nazyvd mocninnd Tada se stiedem v bodé xy a s koeficienty a,.

Zakladni otazkou pfi praci s mocninnymi fadami je, pro které hodnoty proménné x dana fada kon-
verguje. Mnozina vSech takovych x se nazyva obor konvergence.

Ukazuje se, ze obor konvergence mocninné fady ma vzdy symetrickou strukturu kolem svého stredu.
Tuto vlastnost formélné popisuje nasledujici klicova véta.

Véta 1 (O poloméru konvergence). Pro kaZdou mocninnou fadu Yoo an(z —0)"

¢islo R € [0, 00|, nazyvané polomér konvergence, takové, Ze:

ezistuje pravé jedno

e 7ada absolutné konverguje pro kazdé x, které spliuje |x — xo| < R.
e 7ada diverguje pro kazdé x, které spliuje |x — xo| > R.

V' pripadech, kdy |x — x¢| = R (tzv. krajni body intervalu konvergence), nelze o konvergenci obecné
rozhodnout.

Klicova myslenka, na niz jsou postaveny néasledujici dukazy, je zalozena na porovnavani velikosti ¢lent
fady. Intuitivné plati, ze pokud mocninna fada konverguje v néjakém bodé z;, pak pro jakykoliv bod
x, ktery lezi ke stfedu xo blize nez x; (tedy |x — x| < |1 — o), jsou ¢leny |a,(x — x¢)™| mensi nez
¢leny |an(z1 — x0)"|. Konvergence v bodé x; si vynucuje uréitou ,,kontrolu® nad velikosti koeficientu a,,
kterd je vice nez dostatecnd pro zaruéeni (absolutn{) konvergence v blizsim bodé z. Naopak, pokud fada
v ngjakém bodé diverguje, pro vSechny body, které jsou od stiedu jesté dél, budou ¢leny fady v absolutni
hodnoté jen narustat, a proto tam fada také diverguje. Timto zpusobem vzniké interval konvergence.

Diikaz. Pro zjednoduseni uvazujme fadu se stiedem v bodé zg = 0, tedy > a, ™. Zobecnéni pro libovolné
x( je trivialni.
Definujme mnozinu M jako:

M = {r €]0,00) | posloupnost {|a,r"|}3>, je omezend}

Mnozina M je zjevné neprazdna, protoze vzdy obsahuje 0. Nyni definujme polomér konvergence R jako
supremum této mnoziny:
R=supM

Musime rozlisit dva pripady. Pokud mnozina M neni shora omezend, klademe R = co. Pokud je omezen4,
R je konectné nezdporné ¢islo. Nyni dokazeme, ze takto definované R ma vlastnosti uvedené ve vété.

Cast diikazu 1 (Konvergence pro |z| < R). Zwvolme libovolné x takové, Ze |x| < R. Protoze |x| je mensi
nez supremum mnoZiny M, musi existovat néjaké éislo ri € M takové, Ze |x| < r; < R.

Z definice mnoZiny M wvime, Ze jelikoz ri1 € M, posloupnost {|a,r7|} je omezend. Eristuje tedy
konstanta K > 0 takovd, Ze pro véechna n plati:

lanr?| < K
Nyni upravme obecny ¢len nasi rady v bodé x:
n n
z" z z
lanz™| = |anr? - —| = |apr}] - | —| < K-|—
~ <
1 T1 T1




|- JelikoZ jsme zvolili |x| < 71, plati, Ze 0 < ¢ < 1.

Oznacéme q = |

Rada Zfﬁ:o K-q" je geometrickd tada s kvocientem q < 1, a je tedy konvergentni. ProtoZe pro vSechna
n plati |apz™| < Kq", Tada Y a,x™ konverguje absolutné podle srovndvaciho kritéria.

Cast dtikazu 2 (Divergence pro |z| > R). Zvolme libovolné x takové, Ze |x| > R. Oznacme |x| = r.
Jelikoz r > R =sup M, ¢islo r nemize leZet v mnoziné M.

Podle definice mnoZiny M to znamend, Ze posloupnost {|a,r™|} = {|a,2"|} neni omezend. Pokud
ale posloupnost clent Tady {a,z™} neni omezend, nemize platit, Ze lim, o anz™ = 0. Nebyla tedy
splnéna nutnd podminka konvergence tady. Z toho plyne, Ze fada > anx™ diverguje.

Tim je existence a vlastnosti poloméru konvergence R dokazana. O

Kromé bodové konvergence uvniti intervalu konvergence maji mocninné rady i silngjsi vlastnost —
konverguji zde lokalné stejnomérné. To mé zdsadni dusledky, napiiklad to, Ze sou¢et mocninné rady je
na intervalu konvergence spojita funkce.

Véta 2 (O lokdlné stejnomérné konvergenci). Necht md mocninnd tada Y . o an(x — xo)"™ polomér
konvergence R > 0. Pak tato Tada konverguje lokdlné stejnomérné na otevieném intervalu (xg —
R,x0 + R). To znamend, Ze pro kaZdy uzavieny podinterval [c,d] C (xo — R,x0 + R) Tada na tomto
podintervalu konverguje stejnomeérneé.

Diikaz. Mé&jme fadu Y an(x — )™ s polomérem konvergence R > 0. Zvolme libovolny uzavieny interval
[c, d], ktery je cely obsazen v intervalu konvergence (xg — R, zo + R).
Definujme ¢islo p jako maximalni vzdalenost bodu z intervalu [, d] od stiedu zg:

p = max{|c — ], |d — zo|}

Protoze interval [c, d] je uzavieny a lez{ striktné uvniti (z¢o — R, 2o + R), musi platit p < R.
Pro libovolné x € [c, d] plati nerovnost |« —zg| < p. Muzeme tedy odhadnout velikost ¢lent nasf fady:

|an (2 = 20)"| = |an[|z — zo|" < an|p"

Tato nerovnost plati pro viechna z € [¢,d].

Nyni uvazujme &fselnou fadu >0 |an|p". Jelikoz p < R, z véty o poloméru konvergence vime, ze
mocninng fada Y a,(z — xp)™ v bodé & = ¢ + p absolutné konverguje. To znamend, ze ¢iselnd fada
Slan((zo+p) —x0)™| =D |an|p™ je konvergentni. Oznac¢me M,, = |a,|p". Nasli jsme tedy konvergentni
¢iselnou fadu Y M, kterd je majorantou k nasf funkéni fadé na intervalu [c, d].

Pfipomerime, ze fada funkei Y~ f,,(z) konverguje stejnomérné k sou¢tu s(z) na intervalu I, praveé
kdyz posloupnost jejich édsteénych souctu s, (z) = Zi:o fn(x) konverguje stejnomérné k s(z). To je ekvi-
valentni podmince, ze posloupnost zbytku po k-tém ¢lenu, definovand jako rozdil souc¢tu a casteéného
souctu Ry(z) = s(z) — sp(x) = Yo ;. fo(z), konverguje stejnomérné k nule. Podminka pro stej-
nomérnou konvergenci je tedy:

lim (sups(x) - sk(:v)|) = lim <sup|Rk(x)> =0

k—oo \ ze1 —0 \zel

V nasem piipadé je f,,(x) = an(z—2x0)™. Pro zbytek Ry (x) na intervalu [c, d] muzeme provést nésledujici
odhad:

oo oo
sup [Ry()| = sup | 3 anle—a0)"| < sup Y fane — o)
z€|e,d] z€[c,d] ne—k+1 z€[c,d] n=k+1

Prvni nerovnost v tomto odhadu je dusledkem trojuhelnikové nerovnosti. Pro kazdy koneény soucet
plat{ Zﬁfzkﬂ fn(z)‘ < Zi\[:kﬂ | fn(z)|. Limitnim pfechodem N — oo se tato nerovnost pfenese i na

nekone¢né fady. Vlastnost suprema pak tuto nerovnost zachovava i po jeho aplikaci na obé strany.
V odhadu dale pokracujeme:

S S 0
o S lene—o| < S faale® = 30 My
z€le,d] n=k+1 n=k+1 n=k+1

Protoze ¢iselnd fada Y M, konverguje, jeji zbytek ZZO:,CH M,, musi jit k nule pro k& — oco. Jelikoz
sup |Ri(z)| je nezdporné a shora omezené posloupnosti jdouci k nule, musi jit také k nule. Tim je
supremova podminka splnéna.



Tento postup, kdy nalezneme konvergentni ¢iselnou majorantu a z ni odvodime splnéni supremové
podminky, je zndmy jako Weierstrassuv M-test. Dokazali jsme tedy, ze fada konverguje na intervalu
[¢, d] stejnomérné.

Jelikoz jsme tento postup mohli provést pro libovolny uzavieny podinterval [c, d] intervalu konver-
gence, dokdzali jsme, Ze konvergence je na (xg — R, xg + R) lokélné stejnomérnd. O

¢lenu“, podobné jako polynomy. Stejnomérna konvergence zarucuje, ze tyto operace jsou korektni a ze
vysledna fada ma& stejny polomér konvergence.

Véta 3 (Derivace mocninné fady ¢len po ¢lenu). Necht mocninnd fada f(z) = Y " an(x — z0)™ md
polomér konvergence R > 0. Potom soucet této tady je funkce, kterd md na intervalu (xg — R, zo + R)
derivace viech Fadi. Jeji proni derivaci f'(x) ziskdme derivovdnim tady élen po élenu:

flx) = (Z an(x — 960)") = Z nap(x — )"
n=0 n=1

Tato novd mocninnd fada md stejny polomeér konvergence R.

Piiklad: Vypocet souctu rady

Uréete soucet mocninné fady Y . na™.

Reseni: Vsimneme si, ze koeficienty a,, = n jsou podobné tém, které vznikaji pii derivovani. Vyjdeme
proto ze znamé geometrické fady, jejiz soucet umime vyjadrit v explicitnim tvaru.

Tento vztah plati pro |z| < 1, tedy polomér konvergence této fady je R = 1.
Podle véty o derivaci fady ¢len po ¢lenu muzeme obé strany rovnice zderivovat. Derivace souctu se

rovna souctu derivaci. ,
1 1
! _ —
f(x)_<1—a:> (1 —x)2

Soucasné zderivujeme fadu ¢len po Clenu:

f(z) = (Z x") = an"_l

n=0

Dostali jsme tak rovnost:
- 1
na"'=_——  prolz| <1
2 a7

Nasim cflem je vSak najit soucet fady > -, na"™. Tuto Fadu ziskdme z pfedchoziho vysledku vyndsobenim

celé rovnice proménnou x:
o0 (o)
x- g nz" ! = E nz"
n=1 n=1

Provedeme-li totéz na pravé strané rovnice, dostaneme hledany soucet:
= x
St =
2
n=1 (1 .’17)
Tento vztah plati na puvodnim intervalu konvergence, tedy pro = € (—1,1).

Polomér konvergence R mocninné fady Y oo an(x — 20)" lze urcit pomoci koeficientii a,, pomoct
vzorce odvozeném v nasledujici véteé.



Véta 4 (Vypocet poloméru konvergence). Pokud existuje limita

Ap41
[¢2%

L= lim

n—o0

pak polomér konvergence R mocninné rady Z;’LO:O an(x — x0)" je ddn vztahem:

1
R=7

pricemZ pro L = 0 klademe R = o0 a pro L = oo klademe R = 0.

Odvozeni vzorce vychdzi z podilového (d’Alembertova) kritéria pro konvergenci ¢iselnych fad. Uvazujme

mocninnou fadu Y - an(x — z0)™. Aplikaci podilového kritéria na tuto Fadu zkoumdme limitu:

_ n+1
L(z) = lim @nt1(2 = 20)
n—oo | ap(xr — xo)"
Tuto limitu muzeme upravit:
_ n+1
L(z) = lim Int1] (z = o) — lim |22+ | — 2o
n—o00 A, (.’L‘ — «’L'O)n n—o00 | Gy

Oznatme L = lim,,_, o

a

Snd ‘ Potom L(x) = L - |z — x|.

Podle podilového kritéria fada konverguje, pokud je L(z) < 1, a diverguje, pokud je L(z) > 1.
V prvnim ptipadé dostavame:

1
Ljz—29] <1 = |z —120| < 7

Z tohoto vztahu vidime, ze fada konverguje pro viechna x v otevieném intervalu (kruhu) se stfedem zg
a polomérem R = % Naopak, pokud je L(z) > 1, fada diverguje, coz odpovidd bodum, pro které plati
|z — 20| > 1.

Tim jsme odvodili vzorec pro polomér konvergence R za predpokladu, ze limita L existuje.



