Vzorové teseni: Analyza posloupnosti funkei

Uloha 2a: f,(z) = a"
Cilem je prozkoumat chovéani posloupnosti funkei f,(z) = 2™ pro n — oc.

1 Vizualni priuzkum

Nejprve si napiSeme a na¢rtneme nékolik prvnich ¢lenu posloupnosti, napiiklad pron = 1, 2, 5.
e n = 1: fi(x) = z (linedrni funkce, piimka)
e n = 2: fy(z) = 2? (kvadratickd funkce, parabola)
e n = 5: f5(z) = 2° (mocninnd funkce)

Grafické znazornéni:
Na grafu vidime, ze pro = € (—1,1) se hodnoty f,(z) s rostoucim n pfiblizuji k nule. V
bodé x = 1 jsou vSechny funkéni hodnoty rovny 1.

y VL [— [ —a

1 ' — falz) = 27

_f5<.f13') — £C5
‘ * ‘ i 1 £L‘}
—-1.5 -1 /~0.5 0.5 1 1.5

2 Vypocet bodové limity
Nyni uréime limitu f(z) = lim, o fn(2z) pro kazdé pevné zvolené z. Musime rozlisit
nékolik pripadu:

e Pro |z| <1 (tedy z € (—1,1)):
Limita mocniny, kde zaklad je v absolutni hodnoté mensi nez 1, je nula.
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e Prox=1:
Posloupnost funkénich hodnot je konstantni: (1,1,1,...).
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e Prox=—1:
Ziskame posloupnost (—1,1,—1,1,...), kterd osciluje a neméa limitu. Bod tedy ne-
patii do oboru konvergence.

e Pro |z| > 1 (tedy x € (—o0,—1) U(1,00)):
Limita je nevlastni (posloupnost diverguje k +00). Tyto body tedy nepatii do oboru
konvergence.

Zaver:
e Obor konvergence (D): Posloupnost konverguje pro € (—1,1].

e Limitni funkce (f): Predpis limitn{ funkce je:

f() = {0 pro z € (—1,1)
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3 Graf limitni funkce

Grafem je tsecka na ose x v intervalu (—1,1) (bez krajnich bodu) a samostatny bod v
soufadnicich [1,1].
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Diilezity postieh: Ackoliv jsou viechny funkce f,(x) = 2™ spojité na celém svém
defini¢nim oboru, jejich bodové limita, funkce f(z), neni spojita na svém oboru kon-
vergence. Ma bod nespojitosti v o = 1.

4 Prakticka ukazka definice limity
Zvolme si bod z oboru konvergence, naptiklad @ = 0.5.
1. Limitni hodnota v tomto bodé je f(0.5) = 0.

2. Zvolme malé okoli této limity, napiiklad € = 0.1. Hleddame tedy hodnoty na ose y
v intervalu (—0.1,0.1).



3. Chceme najit takové ng, aby pro vSechna n > ng platilo, ze f,(0.5) lezi v tomto
okoli. Resime tedy nerovnost:

|f2(0.5) — f(0.5)] < 0.1
0.5" — 0] < 0.1
0.5" < 0.1

Nerovnost zlogaritmujeme:

n-1n(0.5) < In(0.1)
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n(

fu—
~—

n > ~ 3.32

—
o

5)

Musime tedy zvolit 19 = 4. Pro funkci f;(z) = 2* a vSechny dalsf ¢leny posloupnosti jiz
bude platit, ze jejich funkéni hodnota v bodé 0.5 je od limitni nuly vzdalena o méné nez
e=0.1.

Ovéient: f4(0.5) = 0.5 = 0.0625, a 0.0625 < 0.1.

Na obrazku je ke grafum funkci dokresleno e-okoli bodu f(a) a z obrazku je vidét, ze
f5(a) v tomto okoli lezi.
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