
Vzorové řešeńı: Analýza posloupnost́ı funkćı

Úloha 2a: fn(x) = xn

Ćılem je prozkoumat chováńı posloupnosti funkćı fn(x) = xn pro n → ∞.

1 Vizuálńı pr̊uzkum

Nejprve si naṕı̌seme a načrtneme několik prvńıch člen̊u posloupnosti, např́ıklad pro n = 1, 2, 5.

• n = 1: f1(x) = x (lineárńı funkce, př́ımka)

• n = 2: f2(x) = x2 (kvadratická funkce, parabola)

• n = 5: f5(x) = x5 (mocninná funkce)

Grafické znázorněńı:
Na grafu vid́ıme, že pro x ∈ (−1, 1) se hodnoty fn(x) s rostoućım n přibližuj́ı k nule. V
bodě x = 1 jsou všechny funkčńı hodnoty rovny 1.
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2 Výpočet bodové limity

Nyńı urč́ıme limitu f(x) = limn→∞ fn(x) pro každé pevně zvolené x. Muśıme rozlǐsit
několik př́ıpad̊u:

• Pro |x| < 1 (tedy x ∈ (−1, 1)):
Limita mocniny, kde základ je v absolutńı hodnotě menš́ı než 1, je nula.

lim
n→∞

xn = 0

• Pro x = 1:
Posloupnost funkčńıch hodnot je konstantńı: (1, 1, 1, . . . ).

lim
n→∞

1n = 1
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• Pro x = −1:
Źıskáme posloupnost (−1, 1,−1, 1, . . . ), která osciluje a nemá limitu. Bod tedy ne-
patř́ı do oboru konvergence.

• Pro |x| > 1 (tedy x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)):
Limita je nevlastńı (posloupnost diverguje k ±∞). Tyto body tedy nepatř́ı do oboru
konvergence.

Závěr:

• Obor konvergence (D): Posloupnost konverguje pro x ∈ (−1, 1].

• Limitńı funkce (f): Předpis limitńı funkce je:

f(x) =

{

0 pro x ∈ (−1, 1)

1 pro x = 1

3 Graf limitńı funkce

Grafem je úsečka na ose x v intervalu (−1, 1) (bez krajńıch bod̊u) a samostatný bod v
souřadnićıch [1, 1].
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Důležitý postřeh: Ačkoliv jsou všechny funkce fn(x) = xn spojité na celém svém
definičńım oboru, jejich bodová limita, funkce f(x), neńı spojitá na svém oboru kon-
vergence. Má bod nespojitosti v x = 1.

4 Praktická ukázka definice limity

Zvolme si bod z oboru konvergence, např́ıklad a = 0.5.

1. Limitńı hodnota v tomto bodě je f(0.5) = 0.

2. Zvolme malé okoĺı této limity, např́ıklad ε = 0.1. Hledáme tedy hodnoty na ose y
v intervalu (−0.1, 0.1).
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3. Chceme naj́ıt takové n0, aby pro všechna n ≥ n0 platilo, že fn(0.5) lež́ı v tomto
okoĺı. Řeš́ıme tedy nerovnost:

|fn(0.5)− f(0.5)| < 0.1

|0.5n − 0| < 0.1

0.5n < 0.1

Nerovnost zlogaritmujeme:

n · ln(0.5) < ln(0.1)

n >
ln(0.1)

ln(0.5)
≈ 3.32

Muśıme tedy zvolit n0 = 4. Pro funkci f4(x) = x4 a všechny daľśı členy posloupnosti již
bude platit, že jejich funkčńı hodnota v bodě 0.5 je od limitńı nuly vzdálena o méně než
ε = 0.1.
Ověřeńı: f4(0.5) = 0.54 = 0.0625, a 0.0625 < 0.1.

Na obrázku je ke graf̊um funkćı dokresleno ε-okoĺı bodu f(a) a z obrázku je vidět, že
f5(a) v tomto okoĺı lež́ı.
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