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1 Uvod do metrickych prostoru

1.1 Motivace: Od geometrické intuice k potrebé abstrakce

V elementarni geometrii a pocatecnich kurzech matematické analyzy pracujeme intui-
tivné se vzdalenosti bodu v eukleidovském prostoru RY, R? ¢ R3. Vzdéalenost dvou bodi
A = (z1,11) a B = (x2,y9) v roviné urcujeme pomoci Pythagorovy véty jako d(A, B) =
V(@ = 22)% + (41 — 12)?.

Nez pristoupime k formalni definici metriky, zamysleme se nad zdénlivé jednoduchou
otazkou: Co tvori hranici geometrického utvaru ¢ mnoZiny? Zamysleme se nad tfemi
nasledujicimi situacemi a pokusme se zformulovat nasi pfirozenou intuici.

Piiklad 1.1 (Otevieny interval na redlné ose). Uvazujme otevieny interval A = (0,1) C
R.
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Intuitivné citime, ze hranici intervalu (0, 1) jsou body 0 a 1. Pro¢ pravé tyto dva body?
Pokud zvolime libovolny bod uvniti intervalu, napt. x = 0,4, muzeme kolem néj vytvorit
maly tsek (okoli), ktery lezi zcela uvnitt mnoziny A. Naopak kolem bodu 0 (ktery sém do
A nepatii) plati, ze jakkoliv maly tsek kolem néj nakreslime (napf. interval (—0,15;0,15)),
tento usek bude **vzdy** obsahovat jak body lezici uvniti A (napt. 0,05), tak body lezici
vné A (napf. —0,1). Proto je bod 0 (a ze stejného duvodu i bod 1) hrani¢nim bodem.

Priklad 1.2 (Kruh v roving). Uvazujme otevieny kruh K = {X € R? | d(S, X) < r} se
sttedem S a polomérem r > 0 v eukleidovské roviné.

Hranici kruhu K je prislusnd hranién{ kruznice S(S,r) = {X € R? | d(S, X) = r}. Vnitin{
bod ) ma kolem sebe malé kruhové okoli lezici celé uvnitt K. Zvolime-li bod P ptimo
na hrani¢éni kruznici, pak jakékoliv (i to nejmensi) kruhové okoli se stfedem v P obsahuje
jak body z vnitiku kruhu K, tak body lezici mimo kruh K.

Priklad 1.3 (Mnozina prevricenych hodnot). Uvazujme mnozinu A = {1 | n € N} =
(1,111 1CR
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Tento ptiklad provéri nasi intuici hloubéji:

e Je bod % hrani¢cnim bodem mnoziny A? Ano. Libovolné malé okoli kolem bodu %

obsahuje samotny bod % € A, ale soucasné obsahuje i nekoneéné mnoho ¢isel mimo
A. Tedy **kazdy** prvek 1 € A je hraniénim bodem.

e Co vsak bod 07 Bod 0 sdm do mnoziny A nepatii (0 # +). Pokud vSak kolem bodu
0 vezmeme jakékoliv okoli (—¢,¢), toto okoli bude **vzdy** obsahovat bod 0 ¢ A
a zéroveni **nekoneéné mnoho** prvki mnoziny A (vSechna + pro n > 1).

Bod 0 tedy rovnéz spliuje intuitivni podminku hrani¢niho bodu. Hranici mnoziny A je
proto celd mnozina 0A = AU {0}.

Poznamka 1.4 (Zavér: Od intuice k matematickému aparatu). Ze vsech tii priklada
vyplyva spolecné pravidlo:

Intuitivni charakterizace hranice: Bod x tvori hranici mnoziny A, pokud
v jeho libovolné malém , okoli“ lezi jak prvky pattici do mnoziny A, tak prvky
lezici mimo mnozinu A.

Abychom tuto intuici dokazali prevést do presné matematické feci, musime umét korektneé
definovat vyraz ** libovolné malé okoli bodu z “**.

To vyzaduje schopnost **mérit vzdalenost™* mezi prvky daného prostoru. Okoli bodu
x o poloméru r > 0 totiz reprezentuje mnozinu vsech bodu, jejichz vzdéalenost od bodu x
je mensi nez r.

V eukleidovském prostoru mérime vzdalenost béznou eukleidovskou metrikou. Checeme-
li v8ak zkoumat strukturu mnozin v obecnéjsich prostorech (napf¥. v prostorech funkef ¢i
posloupnosti), musime koncept vzdélenosti abstrahovat. To nés vede k zavedeni obecného
pojmu **metrického prostoru™* a z néj odvozeného pojmu **okoli (oteviené koule)**.

1.2 Definice a zakladni priklady

Definice 1.5 (Metricky prostor). Necht X je neprdzdnd mnozina a d : X x X — R je
zobrazeni. Dvojici (X, d) nazyvame metrickym prostorem a zobrazeni d metrikou na X,
pokud pro libovolné prvky x,y, 2 € X plati nasledujici ¢tyti axiomy:

(M1) d(z,y) > 0 (Nezapornost),

(M2) d(z,y) =0 <= x =y (Separabilita / Identita neodlisitelnych),
(M3) d(z,y) = d(y,) (Symetric)

(M4) d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) (Trojihelnikové nerovnost).

Priklad 1.6 (Metrika indukovand normou). Necht (V)| - ||) je normovany vektorovy
prostor. Pak zobrazeni d(z,y) = ||« — y|| definuje metriku na V.

Diikaz. Ovérime axiomy metriky krok za krokem z axiomu normy:

(M1) d(z,y) = ||z — y|| > 0, nebot norma je vzdy nezdporna.

(M2) d(z,y) =0 <= |z —y||=0 <= 22—y =0 <= v =y.

(M3) d(z,y) = llz =yl = [(=D(y =)l = | = 1] - [ly = zl| = ly — ]| = d(y, z).
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(M4) d(z,2) = [lo — 2] = [[(z —y) + (y = 2)|| < [le =yl + [ly — 2[| = d(x,y) + d(y, 2).
Vsechny axiomy plati, d je tedy metrika. O]

Priklad 1.7 (Diskrétni metricky prostor). Necht X je libovolnd neprdzdnd mnozina.
Definujeme zobrazeni dp : X x X — R predpisem:

0 prox =y,
1 prox#uy.

dD(x7y> = {

Ukazte, ze dp je metrika (tzv. diskrétni metrika).

Diikaz. (M1) Hodnoty dp(x,y) jsou 0 nebo 1, tedy dp(z,y) > 0.

(M2) Z definice predpisu piimo plyne dp(z,y) =0 <= = =y.

(M3) Je-li z =y, pak dp(z,y) =0 =dp(y,z). Je-li x # y, pak y # z a dp(z,y) =1 =
dp(y, ).

(M4) Trojihelnikova nerovnost dp(z,2) < dp(z,y) + dp(y, 2):

o Je-li z = z, pak levd strana dp(z,2) = 0 < dp(x,y) + dp(y, z) plati trividlneé.

e Je-li  # z, pak leva strana je 1. Pokud by prava strana byla 0, muselo by
platit dp(z,y) = 0 a dp(y,z) = 0, coz znamend x = y a y = z, odkud = = z,
coz je spor s predpokladem x # z. Prava strana je tedy alespon 1. Nerovnost
1 <dp(z,y)+dp(y, z) vzdy plati.

]

Priklad 1.8 (Geometrické porovnani metrik v R?). Pro body x = (z1,22),y = (y1,%2) €
R? uvazujme tii metriky:

e Eukleidovskd metrika Lo: do(x,y) = v/(x1 — y1)? + (22 — 42)2,

e Manhattanskd (postacka) metrika Li: di(z,y) = |z1 — y1| + |22 — y2l,

e Maximova metrika Lo: doo(z,y) = max(|x; — 1], |22 — y2|).
Vizualizujeme jednotkovou kouli se stfedem v pocatku S = (0,0) a polomérem r = 1,
definovanou jako B(0,1) = {z € R? | d(0,z) < 1} resp. jeji hranici S(0,1) = {z € R? |
d(0,z) = 1}.
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Priklad 1.9 (Geometrické porovnan{ metrik v R?). V prostoru R® m4 sféra S(0,1) =
{z € R® | d(0,z) = 1} tyto tvary:

e V metrice L, tvoii klasickou kulovou plochu.

e V metrice L; tvor{ pravidelny osmistén (dvojjehlan) definovany rovici |x1| + |z2| +
|3L’3| =1.

e V metrice L, tvoii krychli o hrané délky 2 definovanou rovici max(|zy|, |22, |z3|) =
1.

1.3 Didakticky rozbor zakladnich pojmiu

Didakticka poznamka 1.10 (Jak zdkum vysvétlit trojihelnikovou nerovnost). Trojihelnikova
nerovnost d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) vyjadiuje piirozenou zkusenost: ,,Cesta piimo z bodu
x do bodu z neni nikdy delsi nez cesta pres oklikovy bod y.*

Didakticka poznamka 1.11 (Rozbiti fixace na eukleidovskou geometrii). Pro zaky i
studenty byva slovo , koule“ mentalné svazano vyhradné s kulatym tvarem z eukleidovské
geometrie. Pouziti manhattanské ¢i maximové metriky umoznuje ukéazat, ze geometricky
tvar koule zavisi na zpusobu meéreni vzdalenosti.

2 Topologické pojmy v metrickém prostoru

2.1 Zakladni definice

Definice 2.1 (Okoli bodu / Oteviend koule). Necht (X,d) je metricky prostor, z € X a
r > 0. Otevrenou kouli (neboli r-okolim bodu x) rozumime mnozinu:

B(z,r)={y € X | d(z,y) < r}. (1)

Definice 2.2 (Vztah bodu a mnoziny). Necht (X,d) je metricky prostor a A C X. Bod
r € X nazveme:

o Vnitrnim bodem mnoZiny A, pokud existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C A.

e Hraniénim bodem mnoziny A, pokud pro kazdé r > 0 plati B(x,r)NA # () a zdroven
B(x,r)N (X \ A) # 0.

e Vnéjsim bodem mnoziny A, pokud existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C X \ A (tj.
bod z je vnitinim bodem doplnku X \ A).

Mnozinu vSech vnitfnich bodu zna¢ime int A, mnozinu vSech hrani¢nich bodu 0A a
mnozinu vSech vnéjsich bodu ext A.

Definice 2.3 (Uzavér mnoziny). Necht (X,d) je metricky prostor a A C X. Uzdvérem
mnoziny A v metrickém prostoru (X, d) rozumime mnozinu A definovanou jako sjednoceni
mnoziny A a vsech jejich hrani¢nich bodu:

A= AUdA. (2)



Poznamka 2.4 (Propojeni s tvodni intuici). Porovnejte formélni zapis podminky pro
hraniéni bod (B(z,7)NA # OAB(z,7)N(X\A) # 0) s intuitivnimi dvahami z Piikladu 1.1,
1.2 a 1.3. Formalni definice je pfesnym vyjadfenim faktu, ze v libovolném okoli bodu x
lezi jak prvky z A, tak prvky mimo A.

Definice 2.5 (Oteviena a uzaviend mnozina). Necht (X, d) je metricky prostor a A C X.
Rekneme, ze mnozina A je:

e Otevrend v (X, d), pokud A = int A (neboli kazdy bod mnoziny A je jejim vnitinim
bodem).

e Uzaviend v (X, d), pokud je jeji doplnék X \ A otevienou mnozinou v (X, d).

2.2 Véty o strukture mnozin a jejich dikazy

Véta 2.6 (Partice prostoru). Necht (X, d) je metricky prostor a A C X. Mnoziny int A,
0A a ext A tvori disjunktni rozklad prostoru X, tj.:

X =int AUOA Uext A, (3)
pricemz tyto tfi mnoziny jsou po dvou disjunktni.
Diikaz. Volme libovolny bod x € X. Zvazme vlastnost okoli B(z,7):
1. Necht existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C A. Pak podle definice = € int A.
2. Necht existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C X \ A. Pak podle definice x € ext A.

3. Pokud nenastane piipad 1 ani piipad 2, pak pro kazdé r > 0 koule B(z,r) neni
celd v A (tedy protind X \ A) a zdroven neni celd v X \ A (tedy protind A). Podle
definice to znamend z € 0A.

Odtud kazdy bod z € X lezi v praveé jedné z téchto tii mnozin. O
Véta 2.7 (Symetrie hranice). Pro libovolnou mnozinu A C X plati 04 = 9(X \ A).

Dikaz. Podminka v definici hraniéniho bodu pro A zni: Vr > 0 : B(z,r)NA # OAB(x,r)N
(X \ A) # 0. Diky komutativité konjunkce je tato podminka totozna s podminkou pro
hrani¢én{ bod doplitku X \ A, nebot X \ (X \ 4) = A. O

Véta 2.8 (Charakterizace oteviené mnoziny). Mnozina A C X je oteviend pravé tehdy,
kdyz neobsahuje zadny svuj hrani¢ni bod, tj. 0AN A = 0.

Dukaz. Dokazeme obé implikace krok za krokem:

1. ( = ) Necht A je oteviend. Pak A = int A. Podle Véty 2.6 je int AN 9A = 0.
Dosazenim A = int A dostdvame AN OA = ().

2. (<= ) Necht 0AN A = (. Z Véty 2.6 vime, ze X = int AU JA Uext A. Pro prvky
mnoziny A tedy plati A C int AUOAUext A. Protoze ANext A=0a ANJA =),
musi vsichni zastupci A lezet v int A, tj. A C int A. Jelikoz inkluze int A C A plati
vzdy, dostavame A = int A, tedy A je oteviena.

]



Véta 2.9 (Charakterizace uzaviené mnoziny). Mnozina A C X je uzaviend pravé tehdy,
kdyz obsahuje vSechny své hrani¢ni body, tj. 0A C A.

Dikaz. Mnozina A je uzaviend <= X \ A je oteviend <= 9(X \ A)N (X \ 4) = 0.
Protoze (X \ A) = 0A, nerovnost zni 0A N (X \ A) = 0, coz je ekvivalentni inkluzi
0A C A. ]

Véta 2.10 (Charakterizace uzavéru). Pro kazdou mnozinu A C X plati A = int AU 9A,
pficemz int AN OA = (.

Diikaz. 7 Definice 2.3 mame A = AU 0A. Jelikoz int A C A, dostavame:

int AUJA C A

Opacnou inkluzi dostaneme z rozdéleni bodu mnoziny A na vnitini body (int A) a hrani¢ni
body (A N 0A), formalné zapsané

A=int AU (A N 0A)
Odtud dostaneme
A=AUdA=int AU(A N JA)UIA =int AUIA

Posledni rovnost plyne z rovnosti (A N 0A) U A = OA Disjunktnost plyne piimo
2 Véty 2.6. O

Didaktickd poznamka 2.11 (Rozpad mnoziny na vnitiek a hranici). Body libovolné
mnoziny A se rozpadaji na dvé disjunktni ¢asti: vnitini body a hrani¢ni body lezici v A.
Mnozina je oteviend, pokud neobsahuje zadné hrani¢ni body. Mnozina je uzaviend, pokud
obsahuje vSechny své hrani¢ni body. Polouzaviené intervaly tvoii mezni ptipad — obsahuji
pouze ¢ast své hranice.

2.3 Mnozinové operace s otevienymi a uzavienymi mnozinami

Véta 2.12 (Konecné operace s otevienymi a uzavienymi mnozinami). Necht n € N.

a) Jsou-li Uy, Uy, ..., U, oteviené mnoziny v (X, d), pak jejich prunik (), U; i sjedno-
ceni |J;_, U; jsou oteviené mnoziny.

b) Jsou-li F, Fy, ..., F, uzaviené mnoziny v (X, d), pak jejich prunik (_, F; i sjedno-
ceni |J;_, F; jsou uzaviené mnoziny.

Diikaz. Dokazeme indukei tvrzeni o priniku dvou otevienych mnozin U;, Us: Necht = €
Uy NUs,. Jelikoz z € Uy a Uy je oteviend, existuje r; > 0 tak, ze B(z,r) C U;. Analogicky
existuje o > 0 tak, ze B(z,7m2) C Us. Polozme r = min(ry,re) > 0. Pak B(z,r) C
B(z,r) C Uy a B(x,r) C B(x,ry) C Usy. Odtud B(z,r) C Uy NUs. Prunik U; NU; je tedy
otevieny. Matematickou indukei tvrzeni rozsifime na libovolny koneény pocet n. Tvrzeni
pro uzaviené mnoziny plyne z aplikaci De Morganovych zékonu. ]

Véta 2.13 (Nekonecné operace s otevienymi a uzavienymi mnozinami). Necht {U;}ier
je libovolny systém otevienych mnozin a {F;};c; libovolny systém uzavienych mnozin v

(X,d). Pak:



a) Sjednocent | J,.; U; je oteviend mnozina.
b) Prinik (,.; F; je uzaviend mnozina.

Diikaz. a) Volme x € | J,.; U;. Pak existuje iy € I tak, Ze v € U,,. Protoze U, je oteviend,
existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C Uy, C ,c; Ui- Sjednoceni je oteviené. b) Plyne z a)
pouzitim De Morganovych zakonu. O

Protipfiklad 2.14 (Nekoneény prunik otevienych mnozin). Pro kazdy index n € N

uvazujme otevienou mnozinu U,, = (—%, %) C R. Prunik téchto otevienych mnozin je:
oo
11
——,— | ={0}.
N(-53)-o
n=1

Jednobodovd mnozina {0} vSak nenf oteviend v R, nebot neobsahuje zddnou otevienou
kouli B(0,r) = (—r,r). Nekone¢ny prunik otevienych mnozin tedy nemusi byt oteviend
mnozina!

3 Aplikace a ilustrativni priklady v konkrétnich pro-
storech

3.1 Topologicka analyza v (R, |z — y|)
Véta 3.1. V prostoru (R, | - |) plati:
a) Otevieny interval (a,b) je oteviend mnozina.
b) Uzavieny interval [a, b] je uzaviend mnozina.
¢) Mnoziny () a R jsou obojetné (soucasné oteviené i uzaviené).
d) Hranici intervala (a, b), [a,b] i (a,b] je dvoudilnd mnozina {a, b}.

Diikaz. Dokazeme d): Volme bod = = a. Pro libovolné r > 0 obsahuje okoli B(a,r) = (a—
r,a+r)boda+3 € (a,b) ibod a—F & (a,b). Bod a je tedy hranicnim bodem. Analogicky
pro bod b. Pro jakykoliv bod = € (a,b) volbou r = min(z — a,b — z) > 0 dostaneme
B(z,r) C (a,b), takze vnitini body nemohou byt hrani¢ni. Hranice je {a, b}. O

3.2 Topologicka analyza v diskrétnim metrickém prostoru

Véta 3.2. V diskrétnim metrickém prostoru (X, dp) je kazdd podmnozina A C X obo-
jetnd (zdroven oteviend i uzaviend) a pro jeji hranici plati 9A = ().

Diikaz. Volme libovolny bod x € A. Uvazujme kouli s polomérem r = % 7 definice
diskrétni metriky B (z,3) = {y € X | dp(z,y) < 3} = {z}. Jelikoz z € A, plati B (z,1) =
{z} € A. Kazdy bod x € A je vnitinim bodem, takze A je oteviend. Jelikoz tato vlast-
nost plati pro libovolnou podmnozinu, je i doplnék X \ A otevieny, a tudiz A je zaroven
uzaviend. Odtud 0A = A\ int A=A\ A = 0. O



4 Posloupnosti a aplnost

4.1 Konvergentni posloupnosti a uzaviené mnoziny

Definice 4.1 (Konvergence posloupnosti). Rekneme, ze posloupnost (2,)2%; € X kon-
verguje k bodu z € X v metrickém prostoru (X, d), pokud lim,, ., d(z,,z) = 0.

Véta 4.2 (Sekvencidlni charakterizace uzavienosti). Mnozina A C X je uzaviend v (X, d)
pravée tehdy, kdyz pro kazdou konvergentni posloupnost (x,) € A s limitou z € X plati
xr € A.

Dikaz. 1. ( = ) Necht A je uzaviend, (z,) € A a z,, — z. Pokud by = ¢ A, pak
z € X \ A. Protoze X \ A je oteviend, existuje € > 0 tak, ze B(z,e) C X \ A. Ale z
konvergence z,, — x musi pro dostatecné velka n platit =, € B(x,e) C X \ A, coz
je spor s tim, ze x, € A. Tedy = € A.

2. ( <= Dokazme obménu: necht A nenf uzaviena. Pak existuje hrani¢ni bod =z € A
takovy, ze x ¢ A. Pro kazdé n € N v kouli B (z, L) zvolme prvek z,, € A (coz lze z
definice hrani¢niho bodu). Dostavdme posloupnost (x,) C A, pro kterou d(x,, ) <
}1 — 0, tedy z, — z, ale limita x ¢ A.

[

4.2 Cauchyovské posloupnosti a uplné metrické prostory

Definice 4.3 (Cauchyovska posloupnost a tplny prostor). e Posloupnost (z,) C X
se nazyva cauchyouvskd, pokud ke kazdému € > 0 existuje ng € N takové, ze pro
vsechna m,n > ng plati d(z,,, z,) < €.

e Metricky prostor (X, d) se nazyva uplny, pokud v ném kazda cauchyovska posloup-
nost konverguje k né¢jakému prvku x € X.

Véta 4.4 (Konvergentni = Cauchyovska). Kazda konvergentni posloupnost v met-
rickém prostoru je cauchyovska.

Diikaz. Necht x,, — x. Volme ¢ > 0. Z konvergence existuje ny € N tak, Ze pro vSechna
k > ng plati d(xy, x) < 5. Pro libovolnd m,n > ny pouzitim trojihelnikové nerovnosti
dostaneme:

Posloupnost je cauchyovska. O]

Piiklad 4.5 (Netplnost racionélnich ¢éisel Q). Prostor (Q, |- |) neni tiplny metricky pro-
stor.

Diikaz. Uvazujme rekurentné zadanou posloupnost 7 = 1, 7,41 = 3 + i Vsechny

cleny x,, jsou raciondln{ ¢isla (x,, € Q). V prostoru R tato posloupnost konverguje k v/2,
takze je v R konvergentni, a tudiz cauchyovska. Protoze d(z,, z,) = |Tm — ,|, je tato
posloupnost cauchyovska i v prostoru (Q, | - |). Nicméné jeji limita v/2 ¢ Q. Posloupnost
v Q nekonverguje. m



5 Didaktické shrnuti, miskoncepce a cviceni

5.1 Prehled typickych studentskych miskoncepci

Miskoncepce 5.1 (Otevienost vs. Uzavienost). ,Pokud mnoZina neni oteviend, musi
byt uzavrend. “

Vysvétleni: Otevienost a uzavienost nejsou dikotomie. Polouzavieny interval (a,b] v R
neni ani otevieny, ani uzavieny. Mnoziny @) a R jsou naopak obojetné.

¢

Miskoncepce 5.2 (Predstava koule). ,Koule musi mit kulaty tvar. ¢
Vysvétleni: Tvar koule zdvisi na metrice (napf. ¢tverec v Ly).

5.2 Vzorové resené ulohy

Uloha 5.3. Naleznéte vnitrek, hranici a uzdveér mnoziny A = {% ’ neN } v euklei-
dovském prostoru (R, |- ).

Resend. Piipomenme intuitivni rozbor této mnoziny z Piikladu 1.3 v Gvodni podkapitole.
Nyni provedeme formalni dukaz pomoci topologickych definic:

1. Vnitfek int A: MnoZina A neobsahuje Zadny otevieny interval, nebot mezi libo-
volnymi dvéma realnymi Cisly lezi iracionalni ¢islo. Proto pro libovolny bod = € A a
pro kazdé r > 0 lezi v kouli B(z,r) = (z — r,2 + r) prvky mimo A. Tedy int A = ().

2. Hranice 0A: Kazdy bod x,, = % € A je hranicni, nebot v libovolném okoli lezi
body mimo A. Bod 0 je rovnéz hrani¢éni, nebot v libovolném okoli (—¢, €) lezi prvky

%eApr0n>§. Tedy 0A = AU {0}.

3. Uzavér A: Podle Definice 2.3 platf A= AUJA = AU (AU {0}) = AU {0}.
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