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1 Úvod do metrických prostor̊u

1.1 Motivace: Od geometrické intuice k potřebě abstrakce

V elementárńı geometrii a počátečńıch kurzech matematické analýzy pracujeme intui-
tivně se vzdálenost́ı bod̊u v eukleidovském prostoru R1,R2 či R3. Vzdálenost dvou bod̊u
A = (x1, y1) a B = (x2, y2) v rovině určujeme pomoćı Pythagorovy věty jako d(A,B) =√︁

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
Než přistouṕıme k formálńı definici metriky, zamysleme se nad zdánlivě jednoduchou

otázkou: Co tvoř́ı hranici geometrického útvaru či množiny? Zamysleme se nad třemi
následuj́ıćımi situacemi a pokusme se zformulovat naši přirozenou intuici.

Př́ıklad 1.1 (Otevřený interval na reálné ose). Uvažujme otevřený interval A = (0, 1) ⊂
R.

R
A = (0, 1)
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x

Intuitivně ćıt́ıme, že hranićı intervalu (0, 1) jsou body 0 a 1. Proč právě tyto dva body?
Pokud zvoĺıme libovolný bod uvnitř intervalu, např. x = 0,4, můžeme kolem něj vytvořit
malý úsek (okoĺı), který lež́ı zcela uvnitř množiny A. Naopak kolem bodu 0 (který sám do
A nepatř́ı) plat́ı, že jakkoliv malý úsek kolem něj nakresĺıme (např. interval (−0,15; 0,15)),
tento úsek bude **vždy** obsahovat jak body lež́ıćı uvnitř A (např. 0,05), tak body lež́ıćı
vně A (např. −0,1). Proto je bod 0 (a ze stejného d̊uvodu i bod 1) hraničńım bodem.

Př́ıklad 1.2 (Kruh v rovině). Uvažujme otevřený kruh K = {X ∈ R2 | d(S,X) < r} se
středem S a poloměrem r > 0 v eukleidovské rovině.
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Hranićı kruhu K je př́ıslušná hraničńı kružnice S(S, r) = {X ∈ R2 | d(S,X) = r}. Vnitřńı
bod Q má kolem sebe malé kruhové okoĺı lež́ıćı celé uvnitř K. Zvoĺıme-li bod P př́ımo
na hraničńı kružnici, pak jakékoliv (i to nejmenš́ı) kruhové okoĺı se středem v P obsahuje
jak body z vnitřku kruhu K, tak body lež́ıćı mimo kruh K.

Př́ıklad 1.3 (Množina převrácených hodnot). Uvažujme množinu A =
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Tento př́ıklad prověř́ı naši intuici hlouběji:

• Je bod 1
2
hraničńım bodem množiny A? Ano. Libovolné malé okoĺı kolem bodu 1

2

obsahuje samotný bod 1
2
∈ A, ale současně obsahuje i nekonečně mnoho č́ısel mimo

A. Tedy **každý** prvek 1
n
∈ A je hraničńım bodem.

• Co však bod 0? Bod 0 sám do množiny A nepatř́ı (0 ̸= 1
n
). Pokud však kolem bodu

0 vezmeme jakékoliv okoĺı (−ε, ε), toto okoĺı bude **vždy** obsahovat bod 0 /∈ A
a zároveň **nekonečně mnoho** prvk̊u množiny A (všechna 1

n
pro n > 1

ε
).

Bod 0 tedy rovněž splňuje intuitivńı podmı́nku hraničńıho bodu. Hranićı množiny A je
proto celá množina ∂A = A ∪ {0}.

Poznámka 1.4 (Závěr: Od intuice k matematickému aparátu). Ze všech tř́ı př́ıklad̊u
vyplývá společné pravidlo:

Intuitivńı charakterizace hranice: Bod x tvoř́ı hranici množiny A, pokud
v jeho libovolně malém

”
okoĺı“ lež́ı jak prvky patř́ıćı do množiny A, tak prvky

lež́ıćı mimo množinu A.

Abychom tuto intuici dokázali převést do přesné matematické řeči, muśıme umět korektně
definovat výraz **

”
libovolně malé okoĺı bodu x“**.

To vyžaduje schopnost **měřit vzdálenost** mezi prvky daného prostoru. Okoĺı bodu
x o poloměru r > 0 totiž reprezentuje množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od bodu x
je menš́ı než r.

V eukleidovském prostoru měř́ıme vzdálenost běžnou eukleidovskou metrikou. Chceme-
li však zkoumat strukturu množin v obecněǰśıch prostorech (např. v prostorech funkćı či
posloupnost́ı), muśıme koncept vzdálenosti abstrahovat. To nás vede k zavedeńı obecného
pojmu **metrického prostoru** a z něj odvozeného pojmu **okoĺı (otevřené koule)**.

1.2 Definice a základńı př́ıklady

Definice 1.5 (Metrický prostor). Necht’ X je neprázdná množina a d : X × X → R je
zobrazeńı. Dvojici (X, d) nazýváme metrickým prostorem a zobrazeńı d metrikou na X,
pokud pro libovolné prvky x, y, z ∈ X plat́ı následuj́ıćı čtyři axiomy:

(M1) d(x, y) ≥ 0 (Nezápornost),

(M2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (Separabilita / Identita neodlǐsitelných),

(M3) d(x, y) = d(y, x) (Symetrie),

(M4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Trojúhelńıková nerovnost).

Př́ıklad 1.6 (Metrika indukovaná normou). Necht’ (V, ∥ · ∥) je normovaný vektorový
prostor. Pak zobrazeńı d(x, y) = ∥x− y∥ definuje metriku na V .

D̊ukaz. Ověř́ıme axiomy metriky krok za krokem z axiomů normy:

(M1) d(x, y) = ∥x− y∥ ≥ 0, nebot’ norma je vždy nezáporná.

(M2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ ∥x− y∥ = 0 ⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y.

(M3) d(x, y) = ∥x− y∥ = ∥(−1)(y − x)∥ = | − 1| · ∥y − x∥ = ∥y − x∥ = d(y, x).
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(M4) d(x, z) = ∥x− z∥ = ∥(x− y) + (y − z)∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = d(x, y) + d(y, z).

Všechny axiomy plat́ı, d je tedy metrika.

Př́ıklad 1.7 (Diskrétńı metrický prostor). Necht’ X je libovolná neprázdná množina.
Definujeme zobrazeńı dD : X ×X → R předpisem:

dD(x, y) =

{︄
0 pro x = y,

1 pro x ̸= y.

Ukažte, že dD je metrika (tzv. diskrétńı metrika).

D̊ukaz. (M1) Hodnoty dD(x, y) jsou 0 nebo 1, tedy dD(x, y) ≥ 0.

(M2) Z definice předpisu př́ımo plyne dD(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(M3) Je-li x = y, pak dD(x, y) = 0 = dD(y, x). Je-li x ̸= y, pak y ̸= x a dD(x, y) = 1 =
dD(y, x).

(M4) Trojúhelńıková nerovnost dD(x, z) ≤ dD(x, y) + dD(y, z):

• Je-li x = z, pak levá strana dD(x, z) = 0 ≤ dD(x, y) + dD(y, z) plat́ı triviálně.

• Je-li x ̸= z, pak levá strana je 1. Pokud by pravá strana byla 0, muselo by
platit dD(x, y) = 0 a dD(y, z) = 0, což znamená x = y a y = z, odkud x = z,
což je spor s předpokladem x ̸= z. Pravá strana je tedy alespoň 1. Nerovnost
1 ≤ dD(x, y) + dD(y, z) vždy plat́ı.

Př́ıklad 1.8 (Geometrické porovnáńı metrik v R2). Pro body x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈
R2 uvažujme tři metriky:

• Eukleidovská metrika L2: d2(x, y) =
√︁

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

• Manhattanská (poštácká) metrika L1: d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|,

• Maximová metrika L∞: d∞(x, y) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|).

Vizualizujeme jednotkovou kouli se středem v počátku S = (0, 0) a poloměrem r = 1,
definovanou jako B(0, 1) = {x ∈ R2 | d(0, x) < 1} resp. jej́ı hranici S(0, 1) = {x ∈ R2 |
d(0, x) = 1}.

x1

x2

L∞

L2

L1

0
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Př́ıklad 1.9 (Geometrické porovnáńı metrik v R3). V prostoru R3 má sféra S(0, 1) =
{x ∈ R3 | d(0, x) = 1} tyto tvary:

• V metrice L2 tvoř́ı klasickou kulovou plochu.

• V metrice L1 tvoř́ı pravidelný osmistěn (dvojjehlan) definovaný rovićı |x1|+ |x2|+
|x3| = 1.

• V metrice L∞ tvoř́ı krychli o hraně délky 2 definovanou rovićı max(|x1|, |x2|, |x3|) =
1.

1.3 Didaktický rozbor základńıch pojmů

Didaktická poznámka 1.10 (Jak žák̊um vysvětlit trojúhelńıkovou nerovnost). Trojúhelńıková
nerovnost d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z) vyjadřuje přirozenou zkušenost:

”
Cesta př́ımo z bodu

x do bodu z neńı nikdy deľśı než cesta přes oklikový bod y.“

Didaktická poznámka 1.11 (Rozbit́ı fixace na eukleidovskou geometrii). Pro žáky i
studenty bývá slovo

”
koule“ mentálně svázáno výhradně s kulatým tvarem z eukleidovské

geometrie. Použit́ı manhattanské či maximové metriky umožňuje ukázat, že geometrický
tvar koule záviśı na zp̊usobu měřeńı vzdálenosti.

2 Topologické pojmy v metrickém prostoru

2.1 Základńı definice

Definice 2.1 (Okoĺı bodu / Otevřená koule). Necht’ (X, d) je metrický prostor, x ∈ X a
r > 0. Otevřenou kouĺı (neboli r-okoĺım bodu x) rozumı́me množinu:

B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r}. (1)

Definice 2.2 (Vztah bodu a množiny). Necht’ (X, d) je metrický prostor a A ⊆ X. Bod
x ∈ X nazveme:

• Vnitřńım bodem množiny A, pokud existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊆ A.

• Hraničńım bodem množiny A, pokud pro každé r > 0 plat́ı B(x, r)∩A ̸= ∅ a zároveň
B(x, r) ∩ (X \ A) ̸= ∅.

• Vněǰśım bodem množiny A, pokud existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊆ X \ A (tj.
bod x je vnitřńım bodem doplňku X \ A).

Množinu všech vnitřńıch bod̊u znač́ıme intA, množinu všech hraničńıch bod̊u ∂A a
množinu všech vněǰśıch bod̊u extA.

Definice 2.3 (Uzávěr množiny). Necht’ (X, d) je metrický prostor a A ⊆ X. Uzávěrem
množiny A v metrickém prostoru (X, d) rozumı́me množinu A definovanou jako sjednoceńı
množiny A a všech jej́ıch hraničńıch bod̊u:

A = A ∪ ∂A. (2)
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Poznámka 2.4 (Propojeńı s úvodńı intuićı). Porovnejte formálńı zápis podmı́nky pro
hraničńı bod (B(x, r)∩A ̸= ∅∧B(x, r)∩(X\A) ̸= ∅) s intuitivńımi úvahami z Př́ıklad̊u 1.1,
1.2 a 1.3. Formálńı definice je přesným vyjádřeńım faktu, že v libovolném okoĺı bodu x
lež́ı jak prvky z A, tak prvky mimo A.

Definice 2.5 (Otevřená a uzavřená množina). Necht’ (X, d) je metrický prostor a A ⊆ X.
Řekneme, že množina A je:

• Otevřená v (X, d), pokud A = intA (neboli každý bod množiny A je jej́ım vnitřńım
bodem).

• Uzavřená v (X, d), pokud je jej́ı doplněk X \ A otevřenou množinou v (X, d).

2.2 Věty o struktuře množin a jejich d̊ukazy

Věta 2.6 (Partice prostoru). Necht’ (X, d) je metrický prostor a A ⊆ X. Množiny intA,
∂A a extA tvoř́ı disjunktńı rozklad prostoru X, tj.:

X = intA ∪ ∂A ∪ extA, (3)

přičemž tyto tři množiny jsou po dvou disjunktńı.

D̊ukaz. Volme libovolný bod x ∈ X. Zvažme vlastnost okoli B(x, r):

1. Necht’ existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊆ A. Pak podle definice x ∈ intA.

2. Necht’ existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊆ X \ A. Pak podle definice x ∈ extA.

3. Pokud nenastane př́ıpad 1 ani př́ıpad 2, pak pro každé r > 0 koule B(x, r) neńı
celá v A (tedy prot́ıná X \ A) a zároveň neńı celá v X \ A (tedy prot́ıná A). Podle
definice to znamená x ∈ ∂A.

Odtud každý bod x ∈ X lež́ı v právě jedné z těchto tř́ı množin.

Věta 2.7 (Symetrie hranice). Pro libovolnou množinu A ⊆ X plat́ı ∂A = ∂(X \ A).

D̊ukaz. Podmı́nka v definici hraničńıho bodu pro A zńı: ∀r > 0 : B(x, r)∩A ̸= ∅∧B(x, r)∩
(X \ A) ̸= ∅. Dı́ky komutativitě konjunkce je tato podmı́nka totožná s podmı́nkou pro
hraničńı bod doplňku X \ A, nebot’ X \ (X \ A) = A.

Věta 2.8 (Charakterizace otevřené množiny). Množina A ⊆ X je otevřená právě tehdy,
když neobsahuje žádný sv̊uj hraničńı bod, tj. ∂A ∩ A = ∅.

D̊ukaz. Dokážeme obě implikace krok za krokem:

1. ( =⇒ ) Necht’ A je otevřená. Pak A = intA. Podle Věty 2.6 je intA ∩ ∂A = ∅.
Dosazeńım A = intA dostáváme A ∩ ∂A = ∅.

2. ( ⇐= ) Necht’ ∂A ∩ A = ∅. Z Věty 2.6 v́ıme, že X = intA ∪ ∂A ∪ extA. Pro prvky
množiny A tedy plat́ı A ⊆ intA∪ ∂A∪ extA. Protože A∩ extA = ∅ a A∩ ∂A = ∅,
muśı všichni zástupci A ležet v intA, tj. A ⊆ intA. Jelikož inkluze intA ⊆ A plat́ı
vždy, dostáváme A = intA, tedy A je otevřená.
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Věta 2.9 (Charakterizace uzavřené množiny). Množina A ⊆ X je uzavřená právě tehdy,
když obsahuje všechny své hraničńı body, tj. ∂A ⊆ A.

D̊ukaz. Množina A je uzavřená ⇐⇒ X \ A je otevřená ⇐⇒ ∂(X \ A) ∩ (X \ A) = ∅.
Protože ∂(X \ A) = ∂A, nerovnost zńı ∂A ∩ (X \ A) = ∅, což je ekvivalentńı inkluzi
∂A ⊆ A.

Věta 2.10 (Charakterizace uzávěru). Pro každou množinu A ⊆ X plat́ı A = intA∪ ∂A,
přičemž intA ∩ ∂A = ∅.

D̊ukaz. Z Definice 2.3 máme A = A ∪ ∂A. Jelikož intA ⊆ A, dostáváme:

intA ∪ ∂A ⊆ A

Opačnou inkluzi dostaneme z rozděleńı bod̊u množiny A na vnitřńı body (intA) a hraničńı
body (A ∩ ∂A), formálně zapsané

A = intA ∪ (A ∩ ∂A)

Odtud dostaneme

A = A ∪ ∂A = intA ∪ (A ∩ ∂A) ∪ ∂A = intA ∪ ∂A

Posledńı rovnost plyne z rovnosti (A ∩ ∂A) ∪ ∂A = ∂A Disjunktnost plyne př́ımo
z Věty 2.6.

Didaktická poznámka 2.11 (Rozpad množiny na vnitřek a hranici). Body libovolné
množiny A se rozpadaj́ı na dvě disjunktńı části: vnitřńı body a hraničńı body lež́ıćı v A.
Množina je otevřená, pokud neobsahuje žádné hraničńı body. Množina je uzavřená, pokud
obsahuje všechny své hraničńı body. Polouzavřené intervaly tvoř́ı mezńı př́ıpad — obsahuj́ı
pouze část své hranice.

2.3 Množinové operace s otevřenými a uzavřenými množinami

Věta 2.12 (Konečné operace s otevřenými a uzavřenými množinami). Necht’ n ∈ N.

a) Jsou-li U1, U2, . . . , Un otevřené množiny v (X, d), pak jejich pr̊unik
⋂︁n

i=1 Ui i sjedno-
ceńı

⋃︁n
i=1 Ui jsou otevřené množiny.

b) Jsou-li F1, F2, . . . , Fn uzavřené množiny v (X, d), pak jejich pr̊unik
⋂︁n

i=1 Fi i sjedno-
ceńı

⋃︁n
i=1 Fi jsou uzavřené množiny.

D̊ukaz. Dokážeme indukćı tvrzeńı o pr̊uniku dvou otevřených množin U1, U2: Necht’ x ∈
U1∩U2. Jelikož x ∈ U1 a U1 je otevřená, existuje r1 > 0 tak, že B(x, r1) ⊆ U1. Analogicky
existuje r2 > 0 tak, že B(x, r2) ⊆ U2. Položme r = min(r1, r2) > 0. Pak B(x, r) ⊆
B(x, r1) ⊆ U1 a B(x, r) ⊆ B(x, r2) ⊆ U2. Odtud B(x, r) ⊆ U1∩U2. Pr̊unik U1∩U2 je tedy
otevřený. Matematickou indukćı tvrzeńı rozš́ı̌ŕıme na libovolný konečný počet n. Tvrzeńı
pro uzavřené množiny plyne z aplikaćı De Morganových zákon̊u.

Věta 2.13 (Nekonečné operace s otevřenými a uzavřenými množinami). Necht’ {Ui}i∈I
je libovolný systém otevřených množin a {Fi}i∈I libovolný systém uzavřených množin v
(X, d). Pak:
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a) Sjednoceńı
⋃︁

i∈I Ui je otevřená množina.

b) Pr̊unik
⋂︁

i∈I Fi je uzavřená množina.

D̊ukaz. a) Volme x ∈
⋃︁

i∈I Ui. Pak existuje i0 ∈ I tak, že x ∈ Ui0 . Protože Ui0 je otevřená,
existuje r > 0 tak, že B(x, r) ⊆ Ui0 ⊆

⋃︁
i∈I Ui. Sjednoceńı je otevřené. b) Plyne z a)

použit́ım De Morganových zákon̊u.

Protipř́ıklad 2.14 (Nekonečný pr̊unik otevřených množin). Pro každý index n ∈ N
uvažujme otevřenou množinu Un =

(︁
− 1

n
, 1
n

)︁
⊆ R. Pr̊unik těchto otevřených množin je:

∞⋂︂
n=1

(︃
− 1

n
,
1

n

)︃
= {0}.

Jednobodová množina {0} však neńı otevřená v R, nebot’ neobsahuje žádnou otevřenou
kouli B(0, r) = (−r, r). Nekonečný pr̊unik otevřených množin tedy nemuśı být otevřená
množina!

3 Aplikace a ilustrativńı př́ıklady v konkrétńıch pro-

storech

3.1 Topologická analýza v (R, |x− y|)
Věta 3.1. V prostoru (R, | · |) plat́ı:

a) Otevřený interval (a, b) je otevřená množina.

b) Uzavřený interval [a, b] je uzavřená množina.

c) Množiny ∅ a R jsou obojetné (současně otevřené i uzavřené).

d) Hranićı interval̊u (a, b), [a, b] i (a, b] je dvoud́ılná množina {a, b}.

D̊ukaz. Dokážeme d): Volme bod x = a. Pro libovolné r > 0 obsahuje okoĺı B(a, r) = (a−
r, a+r) bod a+ r

2
∈ (a, b) i bod a− r

2
/∈ (a, b). Bod a je tedy hraničńım bodem. Analogicky

pro bod b. Pro jakýkoliv bod x ∈ (a, b) volbou r = min(x − a, b − x) > 0 dostaneme
B(x, r) ⊆ (a, b), takže vnitřńı body nemohou být hraničńı. Hranice je {a, b}.

3.2 Topologická analýza v diskrétńım metrickém prostoru

Věta 3.2. V diskrétńım metrickém prostoru (X, dD) je každá podmnožina A ⊆ X obo-
jetná (zároveň otevřená i uzavřená) a pro jej́ı hranici plat́ı ∂A = ∅.

D̊ukaz. Volme libovolný bod x ∈ A. Uvažujme kouli s poloměrem r = 1
2
. Z definice

diskrétńı metrikyB
(︁
x, 1

2

)︁
=

{︁
y ∈ X | dD(x, y) < 1

2

}︁
= {x}. Jelikož x ∈ A, plat́ıB

(︁
x, 1

2

)︁
=

{x} ⊆ A. Každý bod x ∈ A je vnitřńım bodem, takže A je otevřená. Jelikož tato vlast-
nost plat́ı pro libovolnou podmnožinu, je i doplněk X \ A otevřený, a tud́ıž A je zároveň
uzavřená. Odtud ∂A = A \ intA = A \ A = ∅.
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4 Posloupnosti a úplnost

4.1 Konvergentńı posloupnosti a uzavřené množiny

Definice 4.1 (Konvergence posloupnosti). Řekneme, že posloupnost (xn)
∞
n=1 ⊆ X kon-

verguje k bodu x ∈ X v metrickém prostoru (X, d), pokud limn→∞ d(xn, x) = 0.

Věta 4.2 (Sekvenciálńı charakterizace uzavřenosti). Množina A ⊆ X je uzavřená v (X, d)
právě tehdy, když pro každou konvergentńı posloupnost (xn) ⊆ A s limitou x ∈ X plat́ı
x ∈ A.

D̊ukaz. 1. ( =⇒ ) Necht’ A je uzavřená, (xn) ⊆ A a xn → x. Pokud by x /∈ A, pak
x ∈ X \A. Protože X \A je otevřená, existuje ε > 0 tak, že B(x, ε) ⊆ X \A. Ale z
konvergence xn → x muśı pro dostatečně velká n platit xn ∈ B(x, ε) ⊆ X \ A, což
je spor s t́ım, že xn ∈ A. Tedy x ∈ A.

2. ( ⇐= ) Dokažme obměnu: necht’ A neńı uzavřená. Pak existuje hraničńı bod x ∈ ∂A
takový, že x /∈ A. Pro každé n ∈ N v kouli B

(︁
x, 1

n

)︁
zvolme prvek xn ∈ A (což lze z

definice hraničńıho bodu). Dostáváme posloupnost (xn) ⊆ A, pro kterou d(xn, x) <
1
n
→ 0, tedy xn → x, ale limita x /∈ A.

4.2 Cauchyovské posloupnosti a úplné metrické prostory

Definice 4.3 (Cauchyovská posloupnost a úplný prostor). • Posloupnost (xn) ⊆ X
se nazývá cauchyovská, pokud ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro
všechna m,n > n0 plat́ı d(xm, xn) < ε.

• Metrický prostor (X, d) se nazývá úplný, pokud v něm každá cauchyovská posloup-
nost konverguje k nějakému prvku x ∈ X.

Věta 4.4 (Konvergentńı =⇒ Cauchyovská). Každá konvergentńı posloupnost v met-
rickém prostoru je cauchyovská.

D̊ukaz. Necht’ xn → x. Volme ε > 0. Z konvergence existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna
k > n0 plat́ı d(xk, x) < ε

2
. Pro libovolná m,n > n0 použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti

dostaneme:
d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Posloupnost je cauchyovská.

Př́ıklad 4.5 (Neúplnost racionálńıch č́ısel Q). Prostor (Q, | · |) neńı úplný metrický pro-
stor.

D̊ukaz. Uvažujme rekurentně zadanou posloupnost x1 = 1, xn+1 = xn

2
+ 1

xn
. Všechny

členy xn jsou racionálńı č́ısla (xn ∈ Q). V prostoru R tato posloupnost konverguje k
√
2,

takže je v R konvergentńı, a tud́ıž cauchyovská. Protože d(xm, xn) = |xm − xn|, je tato
posloupnost cauchyovská i v prostoru (Q, | · |). Nicméně jej́ı limita

√
2 /∈ Q. Posloupnost

v Q nekonverguje.
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5 Didaktické shrnut́ı, miskoncepce a cvičeńı

5.1 Přehled typických studentských miskoncepćı

Miskoncepce 5.1 (Otevřenost vs. Uzavřenost).
”
Pokud množina neńı otevřená, muśı

být uzavřená.“
Vysvětleńı: Otevřenost a uzavřenost nejsou dikotomie. Polouzavřený interval (a, b] v R
neńı ani otevřený, ani uzavřený. Množiny ∅ a R jsou naopak obojetné.

Miskoncepce 5.2 (Představa koule).
”
Koule muśı mı́t kulatý tvar.“

Vysvětleńı: Tvar koule záviśı na metrice (např. čtverec v L∞).

5.2 Vzorové řešené úlohy

Úloha 5.3. Nalezněte vnitřek, hranici a uzávěr množiny A =
{︁

1
n

⃓⃓
n ∈ N

}︁
v euklei-

dovském prostoru (R, | · |).

Řešeńı. Připomeňme intuitivńı rozbor této množiny z Př́ıkladu 1.3 v úvodńı podkapitole.
Nyńı provedeme formálńı d̊ukaz pomoćı topologických definic:

1. Vnitřek intA: Množina A neobsahuje žádný otevřený interval, nebot’ mezi libo-
volnými dvěma reálnými č́ısly lež́ı iracionálńı č́ıslo. Proto pro libovolný bod x ∈ A a
pro každé r > 0 lež́ı v kouli B(x, r) = (x− r, x+ r) prvky mimo A. Tedy intA = ∅.

2. Hranice ∂A: Každý bod xn = 1
n
∈ A je hraničńı, nebot’ v libovolném okoĺı lež́ı

body mimo A. Bod 0 je rovněž hraničńı, nebot’ v libovolném okoĺı (−ε, ε) lež́ı prvky
1
n
∈ A pro n > 1

ε
. Tedy ∂A = A ∪ {0}.

3. Uzávěr A: Podle Definice 2.3 plat́ı A = A ∪ ∂A = A ∪ (A ∪ {0}) = A ∪ {0}.
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