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1 Mnoziny, inkluze a logické kvantifikatory

Pred vstupem do teorie metrickych prostoru je nezbytné precizovat jazyk mnozinové teo-
rie, logickych kvantifikatoru a technik dokazovani inkluzi, které tvori zakladni aparat pro
definici topologickych pojmu.

Definice 1.1 (Podmnozina a inkluze). Nechf A a B jsou mnoziny. Rekneme, Ze mnozina
A je podmnoZinou mnoziny B (piseme A C B), pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A je
zaroven prvkem mnoziny B. Formélné pomoci implikace a vSeobecného kvantifikatoru
zapisujeme:

ACB < (Vx:2€ A = z€B). (1)

Negaci vyroku ,, A je podmnozinou B* je vyrok ,, A neni podmnozinou B* (piseme A ¢ B),
coz znamena, ze existuje alespon jeden prvek mnoziny A, ktery nelezi v mnoziné B.
Formalné pomoci existencialniho kvantifikatoru a konjunkce zapisujeme:

A¢B < -(Vz:2 € A = z€B) < (Jx:x€ ANz ¢ B). (2)

Didaktickd poznamka 1.2. Pii vyuce na SS i VS studenti ¢asto chybuji v rozlisovani
mezi relaci nalezitosti prvka (€) a relaci inkluze mnozin (C). Je nutné zduraznit, ze
dukaz inkluze A C B vzdy zacind volbou libovolného, ale pevné zvoleného prvku x € A,
a posloupnosti implikaci musime dospét k zavéru x € B.

Naopak pro vyvréceni inkluze (A ¢ B) staci najit jediny protiptiklad — prvek z, pro
ktery plati z € A a soucasné x ¢ B.

Poznamka 1.3 (Vennovy diagramy inkluze a jeji negace). Geometricky znazornujeme
inkluzi A C B tak, ze celd mnozina A lez{ uvnitt mnoziny B. Negaci A ¢ B zndzoriiujeme
pomoci prvku z € A, ktery se nachazi vné mnoziny B.

@

Plati inkluze: A C B Neplati inkluze: A¢ B (3z: 2 € ANz ¢ B)

X X

Priklad 1.4 (Inkluze vnofenych geometrickych kruhu). V eukleidovské roviné R? uva-
zujme dva uzaviené kruhy K; = K(Si,r) a Ko = K(Ss,r2) s poloméry ri,rs > 0 a
stiedy S;,S, € R?. Necht stied druhého kruhu lezi v prvnim kruhu, tj. d(Si,Ss) < 71,
a necht jeho polomér je zvolen jako ry = ry — d(St, S2), kde d(A, B) znaci standardn{
eukleidovskou vzdélenost bodu. Dokazte krok za krokem z definice inkluze, ze Ky C Kj.

Dikaz. Postupujeme presné podle Definice 1.1:
1. Volme libovolny bod X € K.

2. Z definice kruhu K, = {X € R? | d(Ss, X) < ry} z toho vyplyva nerovnost:

d(SQ, X) S Ta.
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3. Chceme ovérit, zda X € Kj, neboli zda d(S1, X) < .

4. Aplikujeme eukleidovskou trojihelnikovou nerovnost pro trojici bodu Sy, .So, X:

d(S1, X) < d(S1, S2) + d(Ss, X).

5. Dosadime do pravé strany predchoziho vztahu nerovnost d(Sz, X) < ro:

d(Sl,X) S d(Sl, SQ) + 7a.

6. Za ry dosadime predepsanou hodnotu ry = r; — d(Sy, Ss):

d(Sl,X) < d(Sl, SQ) + (7”1 — d(Sl,Sg)) =T.

7. Ziskali jsme d(S7, X) < rq, coz podle definice kruhu K; znamend, ze X € K;.
Protoze pro libovolné X € K, plati X € Ky, dokazali jsme z definice, ze Ky C K;. O

Poznamka 1.5 (Geometrickd vizualizace). Predchozi piiklad tvoii pfimy geometricky
predobraz dukazu véty, Ze oteviend koule B(x,r) v obecném metrickém prostoru tvorf
okoli kazdého svého bodu.

Piiklad 1.6 (Dusledkové tiprava rovnice a inkluze mnozin kofenti). Reste v R rovnici
s odmocninou v/x + 2 = x. Ukazte, jak uiprava umocnénim souvisi s logickou implikaci a
jak z toho vyplyva vztah inkluze mezi mnozinou korenu puvodni rovnice K; a mnozinou
korenu upravené rovnice K.

Resent a rozbor. Postupujme krok za krokem pii rozboru logické struktury vypoctu:

1. Analyza tpravy a implikace: Pti feseni rovnic umocnénim obou stran vyuzivame
zékladni algebru a pravidlo vyrokové logiky:

a=b = a®="V". (3)

Tato implikace plati obecné pro vSechna a,b € R. Je vSak zasadni si uvédomit, ze
**neplati obrdcend implikace™* (a? = 0 /= a = b, nebot a® = 1 <= a =
bV a = —b). Uprava umocnénim je tedy **dusledkovou (neekvivalentni) upravou™*.



2. Aplikace na rovnici a vypocet Ky: Mame rovnici v/ + 2 = . Umocnénim obou
stran dostaneme implikovany vztah:

Ve+2=2 = (Vo +2)? =2 = z+2=2"

Upravou ziskdme kvadratickou rovnici 22 —x —2 = 0, kterou rozloZime na soucinovy
tvar (x — 2)(x 4+ 1) = 0. Mnozina kofenu této umocnéné rovnice je tedy:

Ky ={-1,2}.

3. Souvislost s pojmem podmnozina (inkluze): Oznatme K; mnozinu vsech
realnych kotenu puvodni rovnice v/x + 2 = x. Jelikoz kazdy kofen = € K; spliuje
ptuvodni rovnici v/ + 2 = z, z platnosti implikace a = b = a? = b? vyplyva, zZe
tento prvek  musi nutné spliiovat i umocnénou rovnici z + 2 = 22, a tudiz musf
platit x € K. Podle Definice 1.1 tak dostavame ptimy vztah mezi logickou implikaci
a inkluzi mnozin:

(V$Z$EK1:>JIEK2)<:>K1QK2. (4)

Disledkové dprava tedy **mnozinu kofenu nezmensi** (nevynechd zadny skuteény
kofen), ale muze ji **zvétsit™* o tzv. ,cizi koreny “.

4. Uréeni mnoziny K; pomoci zkousky: Dosazenim prvku z nadmnoziny K, =
{—1,2} do puvodni rovnice provéiime, které prvky do K; skutecné patif:

e Prox=2:/2+2=+4=2=z (rovnost plati = 2 € K;).
e Prox=—1:v/-1+2=+1=1%# —1 =z (rovnost neplati = —1 ¢ K,

jednd se o ciz{ kofen vneseny umocnénim z relace 12 = (—1)?).

Mnozina kofenu ptuvodni rovnice je tedy K7 = {2}. Ziskdvame tak ndzornou ilustraci
ostré inkluze:
K, ={2} ¢ {-1,2} = K.

[]

Didaktickd pozndmka 1.7 (Vyznam zkousky pii dusledkovych dpravéch). Pro zaky
na stredni sSkole je zkouska ¢asto prezentovana pouze jako formalni kontrola aritmetické
spravnosti vypoctu. Tento piiklad jasné ukazuje, ze pii pouziti dusledkovych tprav (jako
je umocnovéni) je zkouska **logicky nezbytnou soucasti feseni**, kterd slouzi k vylouceni
cizich kofenu z nadmnoziny K5 a k nalezeni skutecné mnoziny kotenu Kj.

2 Intervaly a absolutni hodnota na R

Definice 2.1 (Intervaly na realné ose). Necht a,b € R, a < b. Podmnoziny redlnych ¢isel
definované pomoci nasledujicich nerovnosti nazyvame omezenymi intervaly:

o Otevreny interval: (a,b) = {x € R| a <z < b},
o Uzavieny interval: [a,b] = {x € R | a <z < b},

e Polouzavreny interval zleva: (a,b] = {z € R| a <z < b},
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e Polouzavreny interval zprava: [a,b) = {v € R | a <z < b}.

Véta 2.2 (Vlastnosti absolutni hodnoty). Pro absolutni hodnotu redlného ¢isla |z| =
max(z, —z) plati pro vSechna x,y, z € R:

a) |z| > 0, pficemz |z| =0 <= x =0 (Nezdpornost a separabilita),
b) |z —y| = [y — x| (Symetrie),

¢) |z +y| < |z| + |y| (Trojihelnikovd nerovnost pro soucet),

d) |z —y| < |z — 2| + |z — y| (Trojuhelnikova nerovnost pro vzdélenost).

Diikaz. Dukazy ¢éasti ¢) a d) uvddime krok za krokem:

1. Dukaz c): Plati —|z| < x < |z| a zdroven —|y| < y < |y|. Se¢tenim téchto nerovnosti
dostaneme:
—(Jz] +1yl) <@ +y < |z +yl.

Tato oboustranna nerovnost je podle definice absolutni hodnoty ekvivalentni zapisu
|z +y| < [z + [yl

2. Dukaz d): Vyuzijeme algebraickou identitu z —y = (x — 2z) + (2 — y). Aplikaci ¢dsti
¢) na ¢isla u =z — z a v = z — y dostdvame:

-yl =z -2)+ -yl <|e—z[+]z -yl

Tim je véta dokazana. [l

Piiklad 2.3 (Inkluze intervalu). Dokazte, ze pokud as < a3 < by < by, pak plati inkluze
intervalu (a1, b1) C [ag, bs).

Diikaz. Volme libovolné x € (aq, by). Z definice otevieného intervalu plati a; < x < by. Z
predpokladu zavedeme nerovnosti:

am<a <r<b <b = ay <z <bs.

Z nerovnosti ay < x < by pifmo plyne = € [ag, by]. Inkluze tedy plati. O

3 Mnozinové operace a De Morganovy zakony

Definice 3.1 (Mnozinové operace). Necht A, B jsou podmnoziny zékladni mnoziny (pro-
storu) X. Definujeme:

e Sjednoceni: AUB={re X |z € AVzxe B},
o Prunik: ANB={xe€ X |z € ANz € B},
e Doplnék (komplement): X \ A= A°={x e X |z ¢ A}

Pro libovolny systém podmnozin {A;};cr, kde I je indexovd mnozina, definujeme sjedno-
ceni a prunik jako:

UAi:{xeXHz‘eI:xeA,-}, ﬂAZ—:{xeXWz‘eI:meAi}.

el el



Véta 3.2 (De Morganovy zdkony). Necht X je zédkladni mnozina a {A;}.cr je libovolny
systém podmnozin v X. Pak plati:

X\ <U Ai> =X\ 4)), (5)

icl iel
X\ (ﬂ Ai> = J(xX\ 4)). (6)
iel iel
Dikaz. Dokazeme prvni vztah pomoci oboustranné inkluze:

1. Dikaz inkluze C: Volme libovolné z € X \ (U, 4i)-

e To znamend, ze v € X a zdroven v ¢ | J,.; Ai.
e Negaci definice sjednoceni plati: neexistuje zadné i € I takové, aby x € A,.
e Tedy pro vsechna i € I plati x ¢ A;, coz znamend pro vSechna i € [ : z €
(X\ 4).
e Z definice pruniku to dava z € [, (X \ A;).
2. Diikaz inkluze 2: Volme libovolné z € [, (X \ 4;).
e Pak pro vSechna i € I plati x € (X \ A;), coz znaci Vi € I : x ¢ A,.
e Odtud prvek z nelezi v zadné mnoziné A;, neboli x ¢ J,.; A;.
o Tedy v € X\ (Ui 4i)-

Z obou inkluzi plyne pozadovand mnozinova rovnost. Druha rovnost se dokaze analogicky.
O

4 Zobrazeni a vzory mnozin

Definice 4.1 (Obraz a vzor mnoziny). Necht f : X — Y je zobrazeni mnoziny X do
mnoziny Y.

e Pro podmnozinu A C X definujeme obraz mnoziny A jako:
fLA)={yeY|TreA: f(z) =y}
e Pro podmnozinu B C Y definujeme vzor mnoziny B jako:

[7(B)={z € X | f(z) € B}.

Didaktickd poznamka 4.2. Zapis f~!(B) oznacuje vzor mnoZiny a je definovdn pro ab-
solutneé libovolné zobrazeni f. Nejednd se o aplikaci inverzniho zobrazeni, tudiz zobrazeni
f nemusi byt prosté ani nal!

Véta 4.3 (Vlastnosti vzoru mnozin). Necht f : X — Y je zobrazeni a B, By, B, C Y.
Pak plati:

a) [TV \B) =X\ f(B),



b) fTH(BiNBy) = f~HB1)N f(By),
C) JP1 (Uie[ Bi) = Uiej fﬁl(Bi)-

Diikaz. Dokézeme ¢ést a):
v€ fHY\B) < f(z) € (Y\B) < f(2)¢ B < 2 ¢ f'(B) < x < X\f '(B).
Ekvivalenty krok za krokem dokazuji rovnost mnozin. O]

Protipiiklad 4.4 (Neplatnost vlastnosti pro piimy obraz). Na rozdil od vzoru, pro obraz
mnozin obecné neplati rovnost s prunikem! Uvazujme zobrazeni f : R — R, f(x) = 2%, a
mnoiiny A1 = [—2,0],142 = [0,2] Pak Al N A2 = {0}, tedy f(Al N AQ) = f({O}) = {O}
Avsak f(A1) = 1[0,4] a f(A2) = [0,4], takze f(A1) N f(A2) = [0, 4] # {0}.

5 Limita posloupnosti realnych c¢isel

Definice 5.1 (Limita posloupnosti v R). Rekneme, ze posloupnost realnych éisel (a,, )2,

konverguje k ¢islu a € R (piseme lim,, ,, a, = a), pokud ke kazdému € > 0 existuje index
no € N takovy, ze pro vSechna n > ng plati |a, — a| < . Formalné:

lim a, =a <= Ve >03ng € NVn >ng: |a, —a| <e.

n—oo
Didakticka poznamka 5.2. Pii prechodu k metrickym prostorum nahradime vyraz
|a,, — a| obecnym vyrazem metriky d(z,, ). Nerovnost |a, —a| < € vyjadiuje geometricky
fakt, ze prvky posloupnosti od indexu ng lezi v e-okoli bodu a.
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