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1. Uvod: Od algebry ke geometrii

V tomto textu prozkoumame fascinujici spojeni mezi jednoduchou algebraickou rovnici
a elegantnimi geometrickymi transformacemi. Ukazeme si, ze kazdé linearni zobrazeni
tvaru f(z) = az + b v komplexnim oboru odpovida nékterému ze znamych podobnych
zobrazeni v Gaussové roviné — jako je posunuti, otoceni ¢i stejnolehlost.

Nejdiive si rozebereme, jakou transformaci predstavuje dana rovnice v zavislosti na
hodnotéach koeficientii a a b. Poté se vydame opacnou cestou: pro zadané podobné zobra-
zeni nalezneme pfislusnou linearni funkci.

Definice linearniho zobrazeni

Ve shodé se standardni definici budeme pod linearnim zobrazenim rozumét zobrazeni

z—az+b, kdea,beC, a#0. (1)

2. Invariantni bod a klasifikace zobrazeni

Klicem k pochopeni geometrie zobrazeni je jeho invariantni bod — tedy bod, ktery se
zobrazi sam na sebe (f(z9) = zp). V geometrii jej zpravidla nazyvame samodruznym
bodem. Nalezneme ho feSenim rovnice:

azo+b=2y = 2z(l—a)=0

Z této rovnice plynou dva zakladni pripady.

Pripad 1: a = 1 (Posunuti a identita)
Pokud a = 1, rovnice pro invariantni bod se zjednodusi na 0 = b.
e b = 0: Zobrazeni mé tvar z — 2. Jedné se o identitu, kazdy bod je invariantni.

e b # 0: Rovnice 0 = b nema feSeni. Zobrazeni z — z+ b tedy nema zadny invariantni
bod a predstavuje posunuti o vektor dany komplexnim ¢islem b.



Pripad 2: a # 1 (Otoceni a stejnolehlost)

Pokud a # 1, existuje pravé jeden invariantni bod zy = 1Tba Abychom lépe pochopili
geometricky vyznam, ode¢teme rovnice w = az + b a 2y = azy + b. Tim vylouc¢ime b a

ziskdme vztah, jehoz stfedem je pravé invariantni bod zy:
w — zp = a(z — 2) (2)

Tato rovnice nam fika, ze vektor z invariantniho bodu zy do obrazu w ziskame vynasobe-
nim vektoru z zg do vzoru z komplexnim ¢islem a.

Geometricka interpretace koeficientu a

Vztah mezi vzorem z a obrazem w zavisi na komplexnim koeficientu a:
e Otoceni: Pokud |a| = 1, jde o ¢isté oto€eni kolem z, o thel ¢ = arg(a).

e Stejnolehlost: Pokud je a realné kladné ¢islo (a € RY), jde o stejnolehlost
se stfedem zg a koeficientem a.

e Otocna stejnolehlost (Spiralni podobnost): V obecném piipadé jde o
slozeni otoc€eni (o thel arg(a)) a stejnolehlosti (s koeficientem |a|) se spo-
leénym stiedem 2.

3. Nalezeni zobrazeni ze dvou para bodt

Nyni se zaméfime na opa¢ny problém: mame zadano podobné zobrazeni v roviné a hle-
dame linearni funkci, kterda ho realizuje. Uk4dZeme, Ze pro libovolné dva body a jejich
obrazy existuje pravé jedno takové zobrazeni, které zachovava orientaci. Pro odvozeni
nam poslouzi mocny nastroj: pomér tii bodua.

Definice: Pomér bodi
Pro tfi navzajem rizné body zi, 2o, 23 definujeme jejich pomér jako komplexni ¢islo:

23 — 21

p(21, 20, 23) = Y — 71

Toto jediné ¢islo v sobé kdduje cely tvar trojuhelniku zq2923:

e Argument tohoto ¢isla, arg ( 2:2), udava orientovany tihel u vrcholu z;.
e Absolutni hodnota, |2=2|, udava pomér délek stran |z3z1|/|2221]-

Podobné zobrazeni zachovavajici orientaci musi zachovat i tento pomér pro jakoukoliv
trojici bodu a jejich obrazi. Pokud se tedy body 21, 2, 25 zobrazi na wy, w, we, musi platit:

w — Wy zZ— 2

Wy — W1 Z2 — 21

Tato rovnost je klicem k nalezeni hledaného zobrazeni. Jednoduchou tdpravou ziskame
explicitni tvar.



Nalezeni linearniho zobrazeni

Podobné zobrazeni zachovavajici orientaci, které zobrazuje z; — w; a 2o — wy
(21 # 22), je popsano pravé jednou linearni funket:

W — W1

fE)=w+ ———(z—2) (3)

kde koeficient a = “2=2% pIné urcuje typ zobrazeni (otoceni, stejnolehlost atd.).
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4. ReSeny priklad
Urcete linearni zobrazeni f, pro které plati f(1+1i)=2a f(1 —1) = 3.

Reseni: Nejprve vypocteme koeficient a podle odvozeného vztahu:

Wy — Wy 3—2 1 /)
zo—2z1  (1—d)—(1+4) -2 2

Jelikoz |a| = 1/2 a arg(a) = 7/2 (tj. 90°), ptjde o otocnou stejnolehlost: slozeni otoceni
0 90° v kladném sméru a stejnolehlosti s koeficientem 1/2.
Nyni dosadime do obecného vzorce pro f(z):
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Nakonec najdeme stied zobrazeni (invariantni bod zj) z rovnice f(zo) = 2¢:
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Zaveér: Zobrazeni je otoceni o 90° v kladném sméru slozené se stejnolehlosti s koeficientem
1/2. Stied obou transformaci je v bodé zg = & + 2i.



