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Vitejte u kratkého pruvodce spojitosti funkei v komplexnich ¢islech. Mozna
si tikate, ze definice s ,epsilony a deltami“ je trochu strasidelna. Ale nebojte
se! Ukazeme si, ze myslenka za ni je velice intuitivni a ze praveé spojitost nam
pomuze dokézat tak zasadni véc, jakou je zakladni véta algebry.

Co je to ,,0koli*“? Predstavte si to jako osobni

zonu

Nez se pustime do spojitosti, musime si ujasnit, co znamend, Ze jsou si dva

body v komplexni roviné ,blizko“. K tomu slouzi pojem okoli bodu.
Predstavte si bod zy v Gaussové roviné. Jeho okoli je jednoduse kruh se

stfedem v zg a néjakym polomérem, kterému iikdme e (epsilon). Matematicky
to zapiSeme takto:

B.(z0) ={2€C: |z — 2| <&}

Tento zéapis tika: ,,Vezmi vSechna komplexni ¢isla z, jejichz vzdélenost od z
je mensi nez €.“ Vzdalenost tu méiime pomoci absolutni hodnoty, presné jak
jsme zvykli.

Spojitost: Mala zména na vstupu, mala zména
na vystupu
Co to tedy znamend, ze je funkce f spojita v bodé zy? Lidsky feceno:

Pokud se z pohne jen o kousek od zy, pak se f(z) pohne jen o kousek od
f(20).



A ted to zkusme propojit s nasi formalni definici:
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Bs(20))(f(2) € B:(f(20)))

Rozeberme si to krok za krokem:

1. (Ve > 0): Zvol si libovolné maly cilovy kruh (okoli) s polomérem
e okolo vystupni hodnoty f(zp). Muzes si ho predstavit jako teré¢, do
kterého se chceme trefit.

2. (30 > 0): K tomuto tvému cilovému kruhu musi existovat néjaky
startovni kruh s polomérem § (delta) okolo vstupni hodnoty 2.

3. (Vz € Bs(20))(f(2) € Be(f(20))): Tento startovni kruh musi byt ta-
kovy, ze at si z ng&j vyberes jakykoliv bod z, jeho obraz f(z) se
zaruceneé trefi do tebou zvoleného cilového kruhu.

Zkratka, at si kdokoliv vymysli jakkoliv malou toleranci ¢ na vystupu, my
jsme vzdy schopni najit takovou toleranci d na vstupu, kterd nam zaruci, ze
se do té vystupni tolerance vejdeme.

Jednoduché priklady

e Konstantni funkce f(z) = c: At se z hybe, jak chce, vysledek je
vzdy c. Takze se vzdy trefi do jakéhokoliv okoli bodu c. Je tedy spojita
vsude.

e Identita f(z) = z: Tady se vystup méni stejné jako vstup. Pokud si
tedy zvolime cilovy kruh s polomérem e, sta¢i nam vzit startovni kruh
se stejnym polomérem (6 = €) a mame jistotu, ze se trefime. Je také
spojita vsude.

Dobra zprava: Polynomy jsou vzdy spojité!

Nemusime to dokazovat pro kazdou funkci zvlast. Plat{ totiz sikovnd véta:
kdyz secCtete, odectete nebo vynasobite dvé spojité funkce, vysledek je opét
spojita funkce. Délit muzete také, pokud zrovna nedélite nulou.

A 7 ¢eho je slozeny polynom P(z) = a,z"+---+ a2+ ae? Jen z konstant
(ax) a identity (z), které jsou pospojované séitdnim a ndsobenim. Z toho
plyne jednoduchy, ale mocny dusledek:

Kazdy polynom je spojity v celé komplexni roviné.



K ¢emu to vsechno je? Dukaz zakladni véty
algebry

Ted piichédzi to nejlepsi. Ukdzeme si, jak ndm spojitost polynomi pomize
nahlédnout, pro¢ mé kazdy polynom (ktery neni jen konstanta) alespon jeden
kofen v komplexnich ¢islech. Myslenka je genialné jednoduché a ma dvé ¢asti.
Budeme sledovat, co polynom P udéla s kruznicemi o rizném poloméru r se
stredem v pocatku.

1. Co se déje s malymi kruznicemi?

Predpokladejme, ze P(0) = ag # 0. Protoze je polynom spojity, vime, ze
kdyz je z velmi blizko nuly, hodnota P(z) musi byt velmi blizko P(0), tedy
ag. To znamend, ze kdyz vezmeme dostatecné malou kruznici okolo pocatku,
jeji obraz bude cely lezet nékde v okoli bodu ag. Dulezité je, ze tento obraz
neobéhne pocatek. Pocitadlo obéhu by ukazalo nulu.

2. Co se déje s obrovskymi kruznicemi?

Uvazujme polynom P(z2) = a,2" + a,_12" ' + -+ + ag. KdyzZ je |z| opravdu
velké, clen a,z2" je mnohem vétsi nez vSechny ostatni dohromady. Funkce
P(z) se tedy chové skoro stejné jako a,z".

A co deld funkce g(z) = a,2"? Vezme kruznici o poloméru r, zveétsi ji
a n-krat ji obtoci kolem pocatku. Protoze se P(z) pro velkd z chova skoro
stejné, obraz obrovské kruznice pod P(z) také obéhne pocatek n-krat, kde
n je stupen polynomu.

Velké findale

Ted to spojme dohromady. Mame funkci, kterd kazdému poloméru r piifadi,
kolikrat obraz kruznice o tomto poloméru obéhne pocatek.

e Pro velmi malé r je pocet obéhu 0.
e Pro velmi velké r je pocet obéhtu n.

Protoze je polynom spojity, nemuze se pocet obéht zménit skokem (napf. z
0 rovnou na 1). Musi se ménit plynule. Ale pocet obéhu musi byt vzdy celé
¢islo! Jak je to mozné?

Jediny zpusob, jak se muze pocet obéhu zménit, je ten, ze obraz kruznice
v néjakém okamziku projde pfimo pocatkem. A co to znamena, ze obraz
P(z) projde pocatkem? No piece to, ze pro néjaké z plati P(z) = 0.
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A je to! Praveé jsme ukazali, ze musi existovat alespon jedno komplexni
¢islo z, které je kofenem polynomu.

Podrobnéjsi rozbor obrazt kruznic

Pojdme nyn{ zformdlnit intuitivni tvahy z predchozi sekce.

Obraz malé kruznice (r — 0%)

Predpoklddéame, ze ag = P(0) # 0. Jelikoz je polynom P spojity v bodé
2o = 0, muzeme k ¢ = |ag| najit takové § > 0, ze pro vSechna z splaujici
|z — 0] < ¢ plati |P(z) — P(0)] < e. Po dosazeni |P(z) — ag| < |ao].

Zvolime-li tedy polomér nasi kruznice r < §, pak pro kazdé z na této
kruznici lezi jeho obraz P(z) v kruhu B.(ag). Tento kruh ale neobsahuje
pocatek, protoze jeho vzdalenost od pocatku je |ag| a jeho polomeér je také
lag|. Obraz malé kruznice tedy nemuze obéhnout pocatek a pocet obéhu je
0.

Obraz velké kruznice (r — o0)

Chceme ukézat, ze pro dostatecné velké |z| = r se polynom P(z) = a,z" +
-+ ag (kde a, # 0,n > 1) chova podobné jako jeho vedouci ¢len g(z) =
a,z". Konkrétné ukazeme, ze plati |P(z) — g(2)| < |g(2)|.
Rozepisme rozdil:

|P(2) = g(2)] = |an—12""" + an_22""> + - + ag
Pouzitim trojihelnikové nerovnosti a |z| = r dostaneme:
< [T+ Jan_ao|r™ 2 4 -+ ao|

Chceme, aby tento vyraz byl mensi nez |g(z)| = |a,z"| = |an|r". Podélme
tedy nerovnost |a,|r":

|an1| | |an—s] S |ao|

<1
|an|r |ap|r? ||

Leva strana nerovnosti je soucet ¢lenu, které s rostoucim r klesaji k nule.
Zcela jisté tedy existuje takové R, Ze pro vSechna r > R je souc¢et mensi nez
1 a nerovnost plati.

Co nerovnost |P(z)—g(2)| < |g(2)| znamena? Rikd ndm, ze bod P(z) je k
bodu ¢(z) blize, nez je bod g(z) k poc¢dtku. Geometricky to znamen4, ze bod
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P(2) lezi v otevieném kruhu se stfedem v g(z) a polomérem |g(z)|. Protoze
tento kruh neobsahuje poc¢atek 0, nemuze ani tisecka spojujici 0 a P(z) byt
opaénym vektorem k tsecce z 0 do g(z). Laicky feceno, P(z) je vzdy ,na
stejné strané* od pocatku jako g(z).

Proto se celkovd zména argumentu (tihlu) kiivky P(z) musi rovnat cel-
kové zméné argumentu kiivky ¢(z), kdyz z obéhne jednu kruznici.

Obraz kruznice |z| = r funkel g(2) = a,2" je kiivka w(t) = a,(re®)" =
a,r"e™ pro t € [0,2n]. Argument tohoto bodu, nt + arg(a,), se za cely
interval zméni o n - 2w. Celkova zména argumentu je tedy n - 27, a proto je
pocet obéht presné n, stupen polynomu.



