Komplexni ¢isla, izomorfismy a algebraické
struktury

Ucebni text s feSenymi tlohami a zavérecnym testem

Uvod

Tento text provazi sadou tiloh zamérenych na algebraickou podstatu komplexnich ¢isel. Ukazeme
si, jak lze komplexni ¢isla reprezentovat pomoci dvojic redlnych ¢isel nebo matic a jak tyto
reprezentace souvisi s pojmy jako pole (téleso), izomorfismus a vektorovy prostor.

1 Reseni zakladnich tloh

Uloha 1: Existence inverzniho prvku v (R, @, ®)
Zadani: Mame strukturu definovanou na R? operacemi:

(z,y) @ (a,b) = (x + a,y + D)

(z,y) ® (a,b) = (za — yb, b + ya)
Nasim tkolem je dokézat existenci inverzniho prvku vzhledem k nésobeni, aniz bychom jej
piimo vypocitali.

ResSeni: Aby byla struktura télesem, musi ke kazdému nenulovému prvku (z,y) # (0,0)

existovat inverzni prvek (u,v) takovy, Ze jejich soudin je roven neutralnimu prvku nésobeni.
Neutralnim prvkem pro operaci ® je zjevné (1,0), protoze (z,y)®(1,0) = (x-1—y-0,2-0+y-1) =

(z,y).
Hledame tedy (u,v) tak, aby platilo:

(Iay) & (uav) = (170)

Rozepsanim podle definice operace ® ziskdme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou ne-
znamych wu, v:

zu—yv =1

yu+zv =10

Tuto soustavu muizeme zapsat maticove:

()06

Dikaz existence bez vypoctu: 7Z linearni algebry vime, Ze soustava linearnich rovnic ma
pravé jedno tfeSeni, pokud je determinant matice soustavy nenulovy.

_ =Y\ o () — 2 2
D-det(y $>—xx (—y) y=a"+y
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Jelikoz predpokladame, Ze prvek (z,y) je nenulovy (tedy alespon jedno z &isel x, y je razné
od nuly), musf platit z? + y* > 0. Determinant je tedy nenulovy (D # 0). To dokazuje, Ze
reSeni (u,v) existuje a je jednoznacné.

Uloha 2: Maticova reprezentace komplexnich &isel

Zadani: UkaZte izomorfismus mezi (R?, &, ®) a strukturou matic (M, +,-), kde M = {(‘g _ab) :
a,b € R}. Ovérte axiomy télesa pro M.

1. Diikaz izomorfismu Definujme zobrazeni f : R? — M predpisem:

ram =5 )

Pro izomorfismus musi platit zachovani operaci:

e S¢itani: f((z,y) ® (a,b)) = f((v +a,y+0)) = (2 iz _a(cy—:_ab))'

x—y+a—b_x+a—y—b
y x b a) \y+b z+4+a)’

Zaver: je splnéno f((x,y) ® (a,0)) = f((x,)) + f((a.b))

Soucet matic: f((x,y)) + f((a, b))

xb+ya  xa—yb

Souc¢in matic: f((x,y)) - f((a,b)) = (g _xy> : <Z _ab> = (‘;Z;ig :;EZ;?:;Z)
Zaver: je splneno f((z,9) ® (a,0)) = F((@,)) - £((@,5)

Zobrazeni je bijekce, struktury jsou izomorfni.

e Nasobeni: f((z,y) ® (a,b)) = f((za — yb, zb + ya)) = (xa —yb —(xb+ ya)).

2. Ovéreni axiomi télesa pro (M, +,-) M je podokruhem matic 2 x 2, takze asociativita
a distributivita jsou splnény. Zbyva ovérit:

.. . . . —b e
1. Komutativita nasobeni: Matice tvaru (Z a) spolu komutuji. MiuZeme se o tom

presvédcit vypoctem soucint
a =b\ [z —y r —y\ (a —b
b a y x )’ Yy b a
. . 10
2. Jednotkovy prvek: Matice [ = ( ) e M.

0 1

3. Inverzni prvek: Pro A € M, A # 0 je det(A) = a* + b* > 0. Inverzni matice je:

1 a b
-1 _
4 a2+ 02 (—b a)

coz je opét prvek M.

Struktura (M, +,-) je télesem.
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Uloha 3: Linearni funkce a matice
Zadani: Ukazte izomorfismus mezi My = {z — az + b} (skladani) a My = {(&?%)} (nasobeni).
Reseni: Piifadime f(2) = az +b < Ay = <8 i)

e Skladani: pro f(z) = a1z + by, g(2) = asz + by je (f o g)(z) = ai(asz + be) + by =

(alag)z + (CleQ + bl)
a; by (a2 b\ _ [aiay aiby + by
0 1 0o 1) 0 1

Plati A; - A, = Ayoy, zobrazeni je tedy izomorfismus.

e Nasobeni matic:

Uloha 4: Homomorfismus GL(2,C) a Mébiovy transformace

Zadani: Ukazte homomorfismus grupy M; (regularni matice) do My (linedrné lomené funkce
f(2) = =),

Reseni: Definujme zobrazeni W : M; — M,, které matici M piifadi funkei fy,

M= (i Z)) fM(z):aZ+b

cz+d

Méjme dvé obecné matice A, B € Mj:

1. Souéin matic (leva strana rovnosti V(A - B)): Vypocitame matici C' = A - B:

c_ (@ b a B\  fac+Dby aB +bo
“\e d) \yv 6) \ea+dy cB+dd

Obrazem matice C' v zobrazeni ¥ je funkce:

(ace+by)z + (aff + bo)

VO)(=) = (ca+dvy)z + (cf + do)

(1)

2. Skladani funkci (prava strana rovnosti ¥(A)oW(B)): Mame dvé funkce odpovidajici

maticim A a B:
az+b az+

fa(z) = ard fB(2) = S

Vypocitame slozené zobrazeni (fa o f5)(2) = fa(fB(2)):

a (a”ﬁ) +b

vz+6
(fao [B)(2) = %
a(az + B) + b(yz +9)
claz + B) +d(yz +9)
(ac 4+ by)z + (aB + bd)
(ca+dvy)z+ (¢ + do)

z+
z+
Vyrazy jsou totozné, zobrazeni je homomorfismem.
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Uloha 5: Jadro homomorfismu a faktorgrupa

1. Jadro (Ker V) Hledame matice, které se zobrazi na identitu id(z) = z.

az+b
cz+d

=2 = az+b=c+dz = cz*+(d—a)z—b=0

Aby rovnost platila pro v8echna z, musi byt ¢ = 0,b=0,a = d.

Ker ¥ = {(ig 2) :kGC\{O}} ={k-1}
2. Faktorgrupa Podle 1. véty o izomorfismu:
GL(2,C)/{kI} = PGL(2,C)

Faktorgrupou je projektivni obecna linearni grupa.

Uloha 6: Komplexni ¢&isla jako vektorovy prostor

Zadani: Ukazte, ze C je vektorovy prostor nad R, urcete dimenzi a bazi.
Reseni:

(i) Kazdé z € C lze psat jako z =z -1 4y - .
(ii) Prvky {1,4} jsou linedrné nezavislé nad R, protoze x-1+y-i = 0 praveé kdyz je x = y = 0.

(iii) plyne, Ze dimenze je d = 2.

)
)
(iii) Z (i), (ii) plyne, ze {1,4} tvoii béazi vektorového prostoru.
(iv) Z
)

(v) Zobrazeni L(x + iy) = (x, ) je bijekce. Ukézeme, ze L je linedrni. Oznacme z = x + 1y,
w = u + . Upravime L(z + w)

Liz+w)=Llxz+iy+u+iv)=Llx+u+ily+v)) =(x+uy+v)=
= (z,y) + (u,v) = L(x + iy) + L(u + )
= L(2) + L(w)

Pro a € R upravime

L(az) = L(a(x + iy)) = L(az + iay) = (ax,ay) = a(z,y) =
= alL(z)

(vi) Z (v) plyne, Ze prostory C a R? jsou izomorfni.
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2 Aplikace a hlubsi souvislosti

V této casti se podivame na to, jak nam maticova reprezentace poméha pochopit geometricky
vyznam nasobeni komplexnich ¢isel.

Uloha 7: Geometricky vyznam nasobeni imaginarni jednotkou
Zadani: Uvazujme vektor 7 = (z,y) € R?, ktery odpovida komplexnimu &slu z = x + 7y.

1. Napiste matici J, kterd v naSem izomorfismu odpovidé imaginarni jednotce i (tj. ¢islu
0+ 17).

2. Vynasobte matici J vektorem ¢ (chapanym jako sloupcovy vektor).

3. Geometricky interpretujte vysledek.

Reseni: 1. Cislu 0 + 1i odpovida matice J = (g _01)
2. Néasobeni:

L (0 -1 x\ _ (O0-x—-1-y\ [—y

= () 6)-6e) - ()

3. Vysledkem je vektor (—y, ). V Gaussové roviné to znamend, Ze puvodni vektor se otocil
0 90° (%) v kladném sméru (proti sméru hodinovych rucicek). Nasobeni ¢&islem i je tedy
rotace o 90°.

Uloha 8: Determinant a absolutni hodnota

Zadani: Dokazte pomoci determinanti vétu o absolutni hodnoté soucinu: |2y - zo| = |21] - |22]-
Reseni: Absolutni hodnota (modul) ésla z = a + bi je |z| = v/a2 + b2. Determinant matice
A odpovidajici ¢islu z je det(A) = a? + b%. Plati tedy det(A) = |z|2.
Z Cauchyovy véty o determinantech vime, ze det(A - B) = det(A) - det(B). Dosazenim
ziskame:
\21Z2|2 = |21\2 : |Zz|2

Odmocnénim obou stran dostavame pozadované tvrzeni |z;2s| = |21| - |2a].

Uloha 9: Mocnina jako rotace a stejnolehlost
Zadani: M&jme komplexni &islo z = 1+ i. Vypoditejte z* pomoci maticového nasobeni a ovéite
geometricky.

Reseni: Cislu z =1+ odpovida matice M = (1 _11>

(-6
= (20 9)- (50

Vysledek odpovidé ¢islu —4. Geometricky: Cislo 1 + i m4 thel 45°. Jeho ¢tvrta mocnina musi
mit thel 4 x 45° = 180°, coZ odpovida zaporné realné poloose. Modul (absolutni hodnota) ¢isla

1+ije|1+z’|:\/ﬁ,atedy|1+i|4:\/§4:4ato odpovida | — 4|.
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Uloha 10: Komplexné sdruZené ¢islo a inverze

Zadani: DokaZte, Ze pro z na jednotkové kruznici (|z| = 1) plati 271 = z.

Reseni: Necht matice A = <Z

a’? + b* = 1. Inverzni matice je obecng A~! = m (_ab Z) Protoze det(A) =1, je A™! =

odpovida ¢islu z. Podminka |z| = 1 znamena det(A) =

b . , ‘ .
(_ab a)’ coZ je transponovand matice A”. Tato matice odpovida &islu a — bi, tedy z.
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3 Shrnujici zavér

V predchozich dlohach jsme zkoumali hlubsi algebraickou podstatu komplexnich ¢isel. Pro bu-
douci ucitele matematiky jsou klicové nésledujici zavéry:

1. Komplexni ¢isla nejsou ,imaginarni*

Ukazali jsme, Ze téleso C je izomorfni s realnymi maticemi M C R?*2,

~ [a —b
a—l—bz_(b a)
Matice pro i je J = (9 '), kde J? = —1I.

2. Spojitost mezi algebrou a geometrii

Nésobeni matic odpovida skladani zobrazeni. Grupa regularnich matic GL(2, C) se homomorfné
zobrazuje na grupu Mobiovych transformaci, coz vede k projektivni geometrii.

4 Oveérovaci test porozuméni

1. Maticova reprezentace: Pokud komplexnimu ¢islu z = a + bi odpovida matice A, jaka
matice odpovida z?
(a) AT (transponovana)
(b) A~! (inverzni)
(¢) —A (opacna)

2. Struktura télesa: Pro¢ mnozina vSech matic typu 2 x 2 netvori téleso?
(a) Séitani neni komutativni.
(b) Existuji délitele nuly.
(¢) Nemaji jednotkovy prvek.

0

3. Homomorfismus: Na jakou funkci se zobrazi matice A = (O 9

) v zobrazen{ W?

(a) f(2)
(b) f(2)
(¢) f(2) = z (identita)

2z
1

4. Geometrie: Co geometricky znamena vynasobeni komplexntho ¢isla z ¢islem ¢7

(a) Posunuti o 1.
(b) Otoceni o 90°.

(c) Zvétseni 2x.



Ucebni text pro ucitele Algebraické struktury a komplexni ¢isla

ResSeni testu

1. (a) Matice pro z je transponovana. 2. (b) Obecné matice maji délitele nuly. 3. (c) Matice
je skalarni nasobek identity, v projektivni grupé odpovida identité. 4. (b) Rotace o 90°.



