Resené tlohy z komplexnich cisel
Operace, rovnice a geometricki zobrazeni

1 Algebraické rovnice

Uloha 1

Zadani: Vypoctéte kofeny rovnice (z 4 2)3 = —i.
Resent: Nejprve vyjadiime pravou stranu v gonlometrlckem tvaru. Cislo —i lezf na zaporné

¢ésti imagindrnf osy, ma modul 1 a argument 270° (2F).

1 3T s 3
—i=1-(cos— +isin —
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Rovnici prepiSeme jako (z + 2) = v/—i. V oboru komplexnich &isel existuji 3 t¥eti odmocniny.
Ozna¢me w = z + 2. Kofeny wy, (k = 0,1,2) vypocteme pomoci Moivreovy véty:

3 3
o4 2km o+ 2k
wr =1 |cos2——— +isin 2———
3 3
e Pro k= 0: Argument je 7. wy = 1.
e Pro k = 1: Argument je . w; = \/75 — %z
_ 117r _ V3 _ 1.
e Pro k= 2: Argument je <g*. wy = %5* — 3i.

Vysledné koteny z ziskdme ode¢tenim 2 (posunuti v roving):

V31, V3 o1,

=—-2+41 =—2———= =24 —— -1
20 +1, 2z 5 22, 29 + 5 2@

Na obrazku jsou v Gaussové roviné vyznaceny pomocné kofeny wyg, wi, wy a kofeny zg, 21,
z3. Obé trojice kofenu jsou vrcholy rovnostranného trojuhelniku.
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Uloha 2

Zadani: Reste rovnici 22 +iz +2 = 0.
Reseni: Jedné se o kvadratickou rovnici s komplexnimi koeficienty. Diskriminant:

D ="b>—4dac=14"—4(1)(2) = -1-8=—9
Odmocnina z diskriminantu v/D = +3i. Dosadime do vzorce pro kofeny:

L A S (R
5 21—2—2, 29 = 5 = 1.

21,2 =

Uloha 3

Zadani: Reste rovnici (z — 1)* = —16.
Reseni: Prevedeme —16 na goniometricky tvar: 16(cosm + isin ). Substituce w = z — 1.
Hleddame w = /—16. Modul odmocniny je 2. Argumenty se lisf o 90°: T 3% 5% 7—” Kofeny wy:

440 4
= 2(cos § +isin ) = V2 +iV2

1 = 2(cos 2T + isin 21) —V2+iV2
2 = 2(cos 2 4 isin 2) = V2 —iv2
=2(cos It + isin ) = V2 —iv2

Vysledné koteny z (pficteme 1 k wy):

Wo

g

g

w3

20=1+V2+iV2
n=1-V2+iV2
22:1—\/5—2'\/5
23:1—1-\/5—2'\/5

Na obrazku jsou v Gaussové roviné vyznaceny pomocné koteny wy, wy, ws, ws a kotfeny 2o,
21, 22, 23. Ob€ Ctverice kofentu jsou vrcholy ¢tverce.
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2 Konstrukeéni dlohy

Uloha 4 (Konstrukce odmocniny a koienii)

Zadani: 2? + (1 — 2i)z — 2 = 0. Diskriminant D =5 — 44.

Pro vyfeSeni rovnice z; 9 = _bj;\/ﬁ potfebujeme nejprve sestrojit VD a poté zkonstruovat
vysledné kotreny.

1. Faze: Konstrukce v'D a —/D (kde D = a) Hledame &slo w, pro které w? = a, kde
a=95— 4.

1. Sestrojime bod a = [5, —4] a jeho modul r = |a| = /41.

2. Pomoci Euklidovy véty o vysce sestrojime délku /7.

3. Sestrojime osu thlu ¢, ktery svird pruvodi¢ bodu a s kladnou reélnou osou.
4. Na osu naneseme délku /7. Ziskany bod je v/D.

5. Bod —v/D sestrojime jako bod stiedové soumérny k v/D podle pocatku.

Pomocnéa konstrukee délky /r
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2. Faze: Konstrukce kofeni 2, 2o Vime, Ze 215 = _biQ‘/E, kde —b = —(1—2i) = —1+2i.

1. Sestrojime vektor —b = [—1,2].
2. K bodu —b piicteme vektor v/D. Ziskame bod S (Gitatel prvniho kofene).

3. K bodu —b pii¢teme vektor —v/D (zkonstruovany v predchozim kroku). Ziskdme bod Sy
(¢itatel druhého kofene).

4. Kofeny z1, 25 ziskdme jako stiedy usecek spojujicich pocatek O s body S a Sy (geomet-
rickd interpretace déleni dvéma).
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Uloha 5 (Geometrie podilu)

Zadani: Zobrazit z = z1/(21 + 22) pro z; = 1+ 2i, 29 = —3 + 2i. Vypoctéte hodnotu z a
vysledek porovnejte s konstrukei.
Algebraicky vypocet: Nejprve vypocteme soucet ve jmenovateli:

s=z14+2=1+2i)+(-3+2i) =—-2+4i

Nyni provedeme délent:

21 1+2 1+ 2
= — = =
s —2+44i  2(—1+20)

Zlomek rozsitime ¢islem komplexné sdruzenym k zavorce (tj. —1 — 24i):

Lo (42)(-1-2) 1 —1-20-2—4 1 —1-4i+d _3-4 _ . .
s = — . = — = = — 1
2 (—1+2i)(—1—2i) 2 1+4 2 5 10 ’ ’

Vysledek z = 0,3 — 0,44 lezi ve ¢tvrtém kvadrantu, coz odpovida grafické konstrukei nize.
Vysvétleni a postup konstrukce: Ozna¢me s = 21 + zo. Hledame 2 = 2, coZz odpovida
amére z : 1 = z; : s. Konstrukei provedeme pomoci pravitka a kruzitka vyuzitim podobnosti
trojuhelnik.
Postup konstrukce pomoci pravitka a kruzitka:

1. Konstrukce souétu s: Bod s sestrojime jako soucet vektori z; a zo (doplnénim na
rovnobéznik).

2. Otoceni trojahelniku: Sestrojime trojuhelnitk 0AB shodny s trojuhelnikem 0sz;, ale
otoc¢eny kolem bodu 0 tak, aby vrchol s lezel na kladné realné ose.

e Sestrojime kruznici k; se stfedem v 0 a polomérem |s|. Jeji prisecik s kladnou realnou
osou oznacime A.
e Sestrojime kruznici ks se stfedem v 0 a polomérem |z].

e Do kruzitka vezmeme vzdalenost |sz1|. Z bodu A udélame oblouk, ktery protne ks v
bodé B (ve sméru odpovidajicim orientaci sz1).

e Trojihelnik 0AB je nyni oto¢enym obrazem trojuhelniku 0sz;.

3. Konstrukce podobného trojahelniku (rovnobézky): Hledame bod z tak, aby A01z ~
ANOAB.
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Na realné ose vyznacime bod 1.

Vedeme pifimku p body A a B.

Bodem 1 vedeme pifimku ¢ rovnobéznou s p.

Priisecik primky ¢ s polopiimkou 0B je hledany obraz podilu z.
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3 Geometrickad zobrazeni a vypocty

Uloha 6: Vypocéet tthlu z poméru bodu

Zadani: Vypoctéte velikost tthlu <tzo2123 pro 2y = 1,20 =2 — 1,23 = 1 + 24.

Vysvétleni: Velikost orientovaného thlu, ktery sviraji dva vektory vychazejici z jednoho
bodu, odpovida argumentu jejich podilu. Vektor # = zo — z; sméfuje do bodu z,. Vektor
U = z3 — z; sméfuje do bodu z3. Chceme-li tthel od « k ¥, po¢itame argument ¢isla:

23— 21

A:

22— 21

Vypocet:
A_(1+2@')—1_ 2i
C2-9) -1 1—i

Rozsitime zlomek ¢islem komplexné sdruzenym ke jmenovateli (1 + 7):

2(1+i) 20— 2 .
)\: — :—1
12112 2 T

Nyni hleddme argument ¢isla —1 4 ¢. Toto ¢islo lezi ve 2. kvadrantu.

-1 . 1
cosa = —, sina=-—
V2 V2
Tomu odpovida thel a = 135° (2I).
Uloha 7: Uréeni typu zobrazeni
Zadani: Zobrazeni zobrazuje z; =2 — wy; =2+ 2i a 29 = —1 +1 — wy = 3i. O jaké zobrazeni

jde?
Vysvétleni: V roviné komplexnich ¢isel jsou tzv. pfimé podobnosti vyjadieny linearni funkei
f(z) =az+b.

e Koeficient a urcuje otoceni a zménu méritka.

e Pokud |a|] =1, jde o shodnost (otoceni + posunuti).

e Pokud |a|] # 1, jde o podobnost s koeficientem k = |a|.
e Argument a urcuje tthel otoceni.

Vyjpocet: Hledame a ze smérnice vektorii:

R el I (2—{—22)—3222—2. :7—220’7_07“
27—z 2—(—1414) 3—i 10

Modul koeficientu a:

la| = /0,72 + (=0,1)2 = 1/0,5 =

ol

Protoze |a| # 1, jedné se o podobnost. Koeficient podobnosti je k = \/75 ~ 0,707. Zobrazeni
zmensuje a otaci.
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Uloha 8: Otoc¢eni (rotace) a kontrola

Zadani: Napiste rovnici otoceni se stfedem s = 2 — 3¢ o 1hel 90°. Vysledek zkontrolujte
vypoc¢tem invariantniho bodu zy zobrazeni. Dale zvolte bod z; # zy, vypoc¢téte jeho obraz w; a
vypoctéte pomér (wy — zg)/(z1 — z0) a porovnejte s hodnotou, ktera plyne ze zadani.
Vysvétleni: Otoceni bodu z kolem stfedu s o thel « 1ze zapsat vztahem:
w—5=(z—35)-e°
Pro o = 90° je oto¢ny faktor e’z = .
Vypocet rovnice:
w—(2-3i)=(z—(2—-3i)) -4
w=1i(z—2+31)+2— 31
w=iz—2i4+3"+2-3i=iz2—2i—3+2—3i
w=1z—1—>5i
Kontrola invariantnim bodem zo: Invariantni bod se zobrazi saim na sebe (w = z2). Resime
rovnici:
20 — ’iZo —1—"50
ZO—iZOZ —1-—>51
2o(1 —i)=—1—"5i
~1-5 1+4¢ —1—i—5i—52% —1—-6i+5 4—6i .
Zo = — . = : = = =2—-%
1—4 1414 1—142 2 2
Vypocteny invariantni bod zg = 2 — 3 je totozny se zadanym stfedem otoceni s, coz je spravné.
Kontrola podilem pro zvoleny bod: Zvolme naptiklad bod z; = 1. Vypocéteme jeho obraz wy:

wy =i(1) —1—5i = —1 — 4

W1—z0.
z1—20

Vypocteme pomér
(=1 —-4i)—(2-3i) —3—i

1—(2-3i) —1+3i

Zlomek rozsitime komplexné sdruzenym jmenovatelem (—1 — 3i):

(=3 —i)(—1—3i) 3+9i+i+3> 3+10i—3 10

(—1 + 3i)(—1 — 3i) 149 10 10

Vysledek i odpovida komplexni jednotce s argumentem 90° (e'2), coz presné odpovida zadani
otoceni o 90°.



