Pisemna cast zkousky z predmétu UKP
18. listopadu 2025
Skute¢na pisemnd prace bude obsahovat 4 priklady.

Peclive ctéte zadani. Vypoctéte a zobrazte je néco jiného nez zobrazte (v tom pifpadé méte v pribéhu
vypoctu odmoctiovat ,nehezké ¢islo“ a nenf nutné pocitat jeho argument, staci vysledek sestrojit).

Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a dale vlastnoruéné psany tahdk form&tu jedné strany
ad. Tahak odevzdaéle spolu s pisemkou.

Svoje vypocty fadné zduvodnujte.
List se zaddnim pouzijte pti pisemce jako obédlku a podepiste jej.
Pro tspésné absolvovani musite pisemnou ¢dst napsat na alespon 75%.

Ulohy oznacené hvézdickou nepatii mezi zdkladni tlohy. V pisemce bude k nékterym iloham i hvézdickova
varianta a pokud ji vyfesite, bude se vam pocitat jako jeden a pul piikladu.
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. Matematické struktury

Matematickd struktura (R?, @, ®), kterd m4 operace definované vztahy (1), (2) je télesem. Vasim tikolem
je ukéazat, ze spliuje axiom inverzniho prvku, aniz byste tento prvek spocitali.
(z,9) @ (a,b) = (x + a,y + D) (1)
(2,9) @ (a,b) = (wa — yb, ab + ya) @)

Ukazte, ze matematicka struktura (R?, @, ®), kterd m4 operace definované vztahy (3), (4) je isomorfni se
strukturou (M, +,-), kde M je mnozina matic dand vztahem (5) a +, - jsou operace s¢itdni a nasobeni
matic.

Vime, ze struktura (M,+,-) je podokruh struktury vSech matic 2 x 2. Které axiomy je tfeba ovéfit,
abychom ukézali, ze je (M, +,-) télesem? Ovéite tyto axiomy.

(x,9) ® (a,b) = (x +a,y + b) (3)
(z,y) ® (a,b) = (za — yb,zb + ya) (4)

M:{<g _ab>:a,beR} (5)

Ukazte, ze struktura (M1, ®), kde M; je mnozina linedrnich funkei komplexni proménné formélné zadand
vztahem (6) a ® je operace skladéni funkei, je izomorfni se strukturou (Ms,-), kde M3 je mnozina matic
zadand vztahem (7) a - je operace ndsobeni matic.

My={z2—az+b,2€C:a,beC,a#0} (6)
MQ:{(S ?):a,beQa#O} )

Ukazte, ze grupa (Mi,-), kde M; je mnozina reguldrnich komplexnich matic fddu 2, formélné zadand
vztahem (8), a - je operace nasoben{ matic, je homomorfn{ s grupou (Ms, ®), kde M5 je mnozina linedrné
lomenych funkei komplexni proménné formalné zadand vztahem (8) a ® je operace sklddan{ funkei.

M1:{<(CI Z):a,b,c,de(c,ad—bc;éo} 8)
az+b
Mg—{z—>CZer,zES.a,b,c,de(C,ad—bc;éO} (9)

Urcete jddro homomorfismu z predchozi tlohy a faktorgrupu grupy (Mi,-), kterd je izomorfni s grupou
(M27 ®)
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Ukazte, ze mnozina komplexnich ¢isel C spolu s operaci s¢itani a ndsobeni prvku C redlnym ¢islem tvori
vektorovy prostor nad télesem redlnych ¢isel. Ukazte, ze dimenze prostoru je d = 2 a ze i, 1 tvoii bazi
tohoto prostoru.

Dale ukazte, Ze tento vektorovy prostor je izomorfn{ s vektorovym prostorem R? (nad télesem R) a sestrojte
izomorfismus.

Vlastnosti operaci s komplexnimi ¢isly.

Ukazte, ze pro z1, z9 € C plati @ = Z1Z2.

Ukazte, Ze pro z1, 2o € C, zp # 0 plati (21 /22) = 71/Z2.

Ukazte, ze pro z1, 2o € C plati 21 + 29 = Z1 + Z3.

Ukazte, ze pro 21,22 € C plati |z122| = |21]|22]-

Ukazte, ze pro z1, 22 € C, 22 # 0 plati |z1/22| = |21]/|22]-

Ukazte, 7ze pro z1, 22 € C plati |21 + 23| < |21] + |22].

Ukazte, 7ze pro z1, 29 € C plati |21 — 23| < |21] + |22].

Geometricky vyznam operaci s komplexnimi ¢isly

Vypoctéte kofeny rovnice v oboru komplexnich ¢isel a zobrazte je v komplexni roviné.

a) (z+2)3 =—i
b) 22 +iz+2=0

) (z—1)* =16

(
(
(a
(b) 22 —-3iz—2=0

Zobrazte v komplexni roviné koreny rovnice. Pti zobrazeni pouzijte pravitko pripadné i kruzitko.

224+ (1-2i)z—2=0

224iz—24i=0

Zobrazte v Gaussové roviné komplexni ¢isla z; = 2 — i, zo = 1 + 3i. Poté zkonstruujte obraz jejich podilu
a porovnejte jeho polohu s vypoctenou hodnotou.

Zobrazte v Gaussové roviné komplexni ¢éisla z3 = 14 24, 29 = —3 + 2i a &islo z = 21 /(21 + 22). Cislo z
zobrazte dvéma zpusoby: konstrukei z obrazu éisel z1, 2o a vypoctem. Oba vysledky porovnejte.

. Pomeér bodu, linedrni funkce, podobnd zobrazeni v komplexni roviné.

Vypoctéte pomeér bodu z; = 1, 20 = 2—14, 23 = 1+2i a z tohoto poméru vypoctéte velikost ihlu s vrcholem
v bodé z; a s rameny prochdzejicimi body 23, z3. Body poté zobrazte v komplexni roviné a vypocteny
thel porovnejte s obrazkem.

Urcete typ podobného zobrazeni, které zobraz{ bod z; = 2 na bod w; =2+ 2¢ a bod 22 = —1 44 na bod
wy = 3i. Vypoctéte koeficient tohoto podobného zobrazeni.

Typem podobného zobrazeni myslime posunuti, otoceni, stejnolehlost pripadné stejnolehlost slozenou
s otoCenim.

Zlii,wlifl, 22:2,w2:2+i

2’1:1, w1:7174i, Zgii, w2:7275i

Napiste linedrni funkci, kterd v Gaussové roviné popisuje otoceni se stfedem v bodé s = 2 — 3¢ o 1ihel 90°
v kladném smeéru.

Vysledek zkontrolujte vypoctem invariantniho bodu zy zobrazeni. Déle zvolte bod z1 # zg, vypoctéte jeho

obraz wy a vypoc¢téte pomér (wy — zg)/(21 — 2z0) a porovnejte s hodnotou, kterd plyne ze zadani.

Ovéreni, zda je funkce komplexni proménné diferencovatelna.



5a Ovérte, zda funkce f spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky:

f(z) = exp(2?)

5b

f(2) = zexp(z)
5c

f(z) = Zexp(z)
5d

F(2) = zexp(2)
5e

£(2) = sin(2)
6. Exponencidlni a goniometrické rovnice v komplexnim oboru.

6a Vypoctéte kofeny rovnice v oboru komplexnich ¢isel a zobrazte je v komplexni roviné.

sin(z) = 3
6b

sin(z) = 3¢
6¢c

cos(z) = 2i
6d

cos(z) =2
6e

exp(2iz — 1) =4

6f

exp(3—iz)=1—1



