
Úlohy do ṕısemné části zkoušky z předmětu PUKP/KUPK

30. ř́ıjna 2025

Zde je jeden typ úloh. Typ̊u bude zhruba šest. Ṕısemka bude obsahovat celkem čtyři úlohy, přitom od každého
typu nejvýše jednu.

1. Matematické struktury

1a Matematická struktura (R2,⊕,⊗), která má operace definované vztahy (1), (2) je tělesem. Vaš́ım úkolem
je ukázat, že splňuje axiom inverzńıho prvku, aniž byste tento prvek spoč́ıtali.

(x, y)⊕ (a, b) = (x+ a, y + b) (1)

(x, y)⊗ (a, b) = (xa− yb, xb+ ya) (2)

1b Ukažte, že matematická struktura (R2,⊕,⊗), která má operace definované vztahy (3), (4) je isomorfńı se
strukturou (M,+, ·), kde M je množina matic daná vztahem (5) a +, · jsou operace sč́ıtáńı a násobeńı
matic.

Vı́me, že struktura (M,+, ·) je podokruh struktury všech matic 2 × 2. Které axiomy je třeba ověřit,
abychom ukázali, že je (M,+, ·) tělesem? Ověřte tyto axiomy.

(x, y)⊕ (a, b) = (x+ a, y + b) (3)

(x, y)⊗ (a, b) = (xa− yb, xb+ ya) (4)

M =

{(

a −b

b a

)

: a, b ∈ R

}

(5)

1c Ukažte, že struktura (M1,⊙), kde M1 je množina lineárńıch funkćı komplexńı proměnné formálně zadaná
vztahem (6) a ⊙ je operace skládáńı funkćı, je izomorfńı se strukturou (M2, ·), kde M2 je množina matic
zadaná vztahem (7) a · je operace násobeńı matic.

M1 = {z → az + b, z ∈ C : a, b ∈ C, a 6= 0} (6)

M2 =

{(

a b

0 1

)

: a, b ∈ C, a 6= 0

}

(7)

1d Ukažte, že grupa (M1, ·), kde M1 je množina regulárńıch komplexńıch matic řádu 2, formálně zadaná
vztahem (8), a · je operace násobeńı matic, je homomorfńı s grupou (M2,⊙), kde M2

1 je množina lineárně
lomených funkćı komplexńı proměnné formálně zadaná vztahem (8) a ⊙ je operace skládáńı funkćı.

M1 =

{(

a b

c d

)

: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}

(8)

M2 =

{

z →
az + b

cz + d
, z ∈ S : a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}

(9)

1e* Určete jádro homomorfismu z předchoźı úlohy a faktorgrupu grupy (M1, ·), která je izomorfńı s grupou
(M2,⊙).

1f Ukažte, že množina komplexńıch č́ısel C spolu s operaćı sč́ıtáńı a násobeńı prvku C reálným č́ıslem tvoř́ı
vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel. Ukažte, že dimenze prostoru je d = 2 a že i, 1 tvoř́ı bázi
tohoto prostoru.

Dále ukažte, že tento vektorový prostor je izomorfńı s vektorovým prostorem R
2 (nad tělesem R) a sestrojte

izomorfismus.

1S označuje Gaussovu komplexńı rovinu rozš́ı̌renou o nekonečno: S = C ∪ {∞}. Zobrazeńı v množině M2 přǐrezuje nekonečnu

hodnotu a/b a č́ıslu −d/c přǐrazuje nekonečno.
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