Komplexni ¢isla jako struktura izometricky izomorfni

s vektorovym prostorem R?

1 Od vektoru ke komplexni roviné

Protoze se komplexni ¢isla mohou zdéat na prvni pohled pftilis abstraktni, podivame se na
né v tomto kurzu z jiného thlu. Namisto abychom si hned ptedstavovali Spatné vizualizo-
vatelna komplexni ¢isla, vyuzijeme néco, co uz dobie zname: dvourozmérny vektorovy

prostor R2.

1.1 Ztotoznéni vektoru s komplexnim c¢islem

Nasim zakladem bude myslenka, ze komplexni ¢islo je bod v roviné, ktery jen zapisu-
jeme jinym zpusobem. Budeme budovat strukturu, kterd je izometricky izomorfni s

vektorovym prostorem R2.

Vezméme libovolny vektor [x,y] € R?. Tento vektor nahradime novym zapisem:
z=x 41y
Mnozinu v8ech téchto prvku budeme oznacovat pismenem C.

Terminologie

e Izomorfni: Znamend to, Ze mezi vektorovym prostorem R? a mnoZinou kom-
plexnich ¢isel C existuje linedrni bijektivni zobrazeni (izomorfismus). Struktura
obou prostoru je z hlediska linedrni algebry identickd, coz znamend, ze operace

scitani a nésobeni skalarem se prenaseji bez ekvivalentni zmény jejich vlastnosti.

e Izometricky: Tento termin ika, Ze se v obou prostorech zachovavaji vzdalenosti.
Euklidovské vzdalenost dvou bodii v roviné R? je pfesné rovna absolutni hodnoté

rozdilu (vzdalenosti) dvou odpovidajicich komplexnich éisel |z — 2.



1.2 Definice operaci

Abychom mohli komplexni ¢isla (C) povazovat za vektorovy prostor, musime definovat
dvé zdkladni operace tak, aby zobrazeni [z, y| <> = + iy bylo izomorfismem. To znamen4,

7e operace v C musi odpovidat operacim v R2.

1. Soucet dvou komplexnich ¢isel: Méjme z; = x1 + iy, a 20 = o + iy. Jejich

soucet definujeme po slozkéch:

(x1 4+ 1y1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) +i(y1 + y2)

2. Nasobek komplexniho ¢&isla redlnym ¢islem (skaldarem): Méjme z = x + iy

a realné c¢islo a € R. Pak:

a- (z+iy) = (az) +i(ay)

1.3 Axiomy vektorového prostoru v C

Na zakladé vyse uvedenych definic spliiuje mnozina C vSech osm axiomu vektorového
prostoru nad télesem realnych ¢isel R. Pro pfipomenuti je vyjadieme pro komplexni ¢isla.
Pro libovolnd komplexni ¢isla w, v, w (tj. u,v,w € C) a redlna éisla o, 5 (tj. «, 5 € R)

plati:
e Asociativita séitant: (u +v) +w = u+ (v + w)
e Komutativita séitani: u+v =v+ u
e Existence nulového prvku: Existuje prvek 0 = 0 + 20 takovy, ze u + 0 = u.

e Existence opa¢ného prvku: Ke kazdému u = z + iy existuje —u = (—z) +i(—y) tak,
ze u+ (—u) = 0.

e Distributivita skaldru: a(u +v) = au + av
e Distributivita souctu skaldru: (« + 8)u = au + Bu
e Asociativita nasobeni skaldry: a(fu) = (af)u

e Existence jednotkového skalaru: 1-u = u

1.4 Absolutni hodnota jako euklidovska norma

Aby bylo mozné v komplexnich ¢islech mérit vzdalenosti, definujeme absolutni hodnotu

komplexniho ¢éisla z = z 4 1y. Checeme, aby tato hodnota presné odpovidala euklidovské



normé (délce) vektoru v R? (izomorfismus).

Pro z = = + iy definujeme absolutni hodnotu (normu) jako:
2| = Va? + ¢

Axiomy normy v komplexnich ¢islech

Vzhledem k tomu, ze absolutni hodnota v C odpovidda normé ve vektorovém prostoru,

musi pro libovolna z,w € C a a € R splihovat tyto vztahy:
1. Nezapornost: |z| > 0, pficemz |z| = 0 pravé tehdy, kdyz z = 0.
2. Homogenita: |a - z| = |a] - |z|.

3. Trojuhelnikova nerovnost: |z + w| < |z| + |w].

2 Vyuziti izomorfismu v geometrickych vypoctech

Vzhledem k tomu, ze komplexni ¢isla povazujeme za body v roviné, muzeme snadno
pocitat geometrické tlohy pomoci algebraickych operaci. Resenfm je pravé prevod geo-

metrické vzdalenosti na algebraickou operaci s absolutni hodnotou.

Vzdéalenost dvou bodu (délka tsecky): Vzdalenost mezi dvéma body z; a 2o v

komplexni roviné je dana jako absolutni hodnota jejich rozdilu:

d(z1,20) = |21 — 22| = V(21 — 22)% + (y1 — y2)?

Pomér délek stran trojihelniku: Pokud mame trojihelnik s vrcholy A, B, C' repre-
zentovanymi ¢isly z4, zg, 2¢, vychazime pii ur¢eni pomeéru jeho stran primo z vyse defi-

novaného vypoctu délky tusecky. Napiiklad pomér délek stran AB a AC ziskame takto:

délka tsecky AB  |zp — 24
délka tsecky AC — |zo — 24

pomeér =

2.1 Definice okoli bodu
Na zakladé definované absolutni hodnoty muzeme zavést okoli bodu z.

e-ové okoli bodu z, (oznacujeme U (zp, €)) je mnozina vSech komplexnich ¢isel z, jejichz

vzdalenost od zy je mensi nez polomér € > 0:

U(zo,e) ={z€C:|z— 2| <€}



Geometricky toto okoli predstavuje vnitiek otevieného kruhu se sttedem v bodé zy a

polomérem e.

3 Nasobeni komplexnich ¢isel

Dosud jsme na komplexni ¢isla nahlizeli jako na vektory, které umime scitat a nasobit

realnym ¢islem. Nyni zavedeme operaci nasobeni dvou komplexnich cisel.

3.1 Imaginarni jednotka a rotace
Predpoklddejme standardni pravidla z algebry (distributivitu) a vlastnost, ze i = —1.

Nyni vynasobime libovolné ¢islo z = x + iy symbolem :

i (r+iy) =iz +ily =iz + (—1)y = —y +ix

7, geometrického hlediska:
e Puvodni vektor byl [z, y].
e Novy vektor po vyndsobeni ¢islem i je [—y, z].

Z linedrni algebry vime, ze transformace [z, y| — [—y, 2] odpovida otoceni (rotaci) vektoru

o pravy thel (90° nebo 7/2) v kladném sméru.

Tato geometrickd interpretace nam dava vhled do identity 2 = —1. Pokud nésoben{
¢islem 4 znamend jedno otoCeni o pravy thel, pak dvoji ndsobeni (i - ) musi znamenat
dvé otoceni o pravy thel — tedy otoceni o 180°. Otoceni o 180° zméni libovolny vektor na
jeho opaény vektor. Opac¢ny vektor k z je —1 - z. Geometricky tedy % musi odpovidat

nasobeni realnym cislem —1.

3.2 Formalni definice souc¢inu

Na zékladé pozadavku distributivity a vlastnosti i> = —1 definujeme sou¢in dvou kom-

plexnich ¢&isel z; = x1 + iy; a 2o = w9 + 1Yo néasledovné:

(x1 +iy1) - (x2 + iy2) = (122 — Y1y2) + i(XT1Y2 + Tay1).



4 Maticova reprezentace komplexnich cisel

Komplexni ¢isla lze ztotoznit s urc¢itou mnozinou matic. Tento izomorfismus nam potvrdi,

ze C je télesem. Uvazujme mnozinu matic M typu 2 X 2 ve tvaru:

{2

Definujme zobrazeni F': C — M, které kazdému ¢islu 2z = x + iy pritadi matici:

F(z+iy) = <§ _my>

4.1 Ovéreni izomorfismu

Abychom mohli fict, ze jde o izomorfismus, musi toto zobrazeni zachovavat operace séitani

a nasobeni.

1. Zachovani s¢itani: F'((x,y) @ (a,b)) = F(z,y) + F(a,b)

F((z,y) ® (a,b)) = F(z +a,y +b) = (x—i—a —(y+b)>

y+b x4a

Fle,y)+ Fab) =" 7+ (¢ _[zta —(y+D)
y b a y+b z+4a
Operace sc¢itani je zachovana.

2. Zachovani nasobeni: F((z,y) ® (a,b)) = F(z,y) - F(a,b)

F((z,y) ® (a,b)) = F(za — yb, zb + ya) = (:m —yb —(zb+ ya))

xb+ya  xa—yb

— —b —yb —(zb
Fly) Flab =7 V) (@ ) = (e bt
Yy x b a ya+zxb —yb+ xa
Zobrazeni zachovava i nasobeni.

4.2 Oveéreni struktury télesa pro C

Na zakladé predchozich vypoctu jsme tuspésné ovérili, ze zobrazeni F' je izomorfismem.
To znamena, ze algebraické chovani komplexnich ¢isel je strukturné identické s chovanim

nami definované mnoziny matic M.



Pro uplnost vime, ze mnozina M spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni tvoii okruh.
Tedy automaticky spliuje zakladni axiomy: asociativita s¢itani i nadsobeni a distributi-
vita. Abychom v8ak mohli strukturu (M, +,-), a vzhledem k izomorfismu i strukturu

komplexnich ¢isel C, povazovat za téleso, musi byt splnény tyto doplinujici axiomy:

1. Komutativita nasobeni: Pro A, B € M plati AB = BA.
. . . . 10 )
2. Existence jednotky: Existuje matice I = 01 € M, pro kterou plati A = A.

3. Inverzni prvek: Pro kazdou matici A € M, A # O existuje inverzn{ matice A~ €
M. To plati, protoze determinant det(A) = a? + b* je pro nenulovou matici vzdy

nenulovy.

00
4. Nulovy prvek: Existuje nulova matice O = (0 0) e M.

Protoze jsou splnény axiomy okruhu i tyto dodatecné podminky pro téleso, z izomorfismu

vyplyva, 7ze struktura (R? @, ®), neboli téleso komplexnich ¢éisel C, je télesem.

5 Geometricka interpretace nasobeni komplexnich ¢isel

na jednotkové kruznici

Nyni se zamérime na konkrétni pripad nasobeni komplexnich cisel, ktera lezi na
jednotkové kruznici. Tato ¢isla maji absolutni hodnotu rovnu 1 (|z| = 1) a v goniome-

trickém tvaru je lze zapsat jako z = cos ¢ + 4 sin .

5.1 Nasobeni jako otoceni (rotace)

Ukéazali jsme, Zze nasobeni imaginarni jednotkou i (kterd lezi na jednotkové kruznici v
tithlu 90°) odpovida otocenti o pravy thel. Tento princip plati obecné: Nasobent libovolnym
komplexnim ¢islem z s velikosti 1 odpovida otoceni o tihel ¢ kolem pocatku. Pokud

nasobime dveé takova cisla, jejich ihly se s¢itaji, coz geometricky znamena skladani rotaci.

Vezméme si bod v roviné (z,y) jako komplexni ¢islo w = = + iy a otoéme jej o thel ¢

vynasobenim ¢islem z = cos p + ¢ sin ¢:
w'=z-w=(cosp+ising)- (zr+iy)

w' = (xcosp —ysing) + i(zsin g + y cos p)



Vysledné souradnice nového bodu jsou tedy:
' =xcosp —ysing

Yy =xsinp+ycosp

5.2 Souvislost s nasobenim matic

r -y

y
zeni vlozime ¢islo z = cos ¢ + 2 sin ¢, dostaneme matici:

CcoS — sin
F(cos p,sinp) = ( _ 4 4'0)
sing  cosp

Nyni vyuzijeme jiz dokdzany izomorfismus F(x,y) = ( ) . Pokud do tohoto zobra-

Tato matice je v linearni algebie znama jako matice rotace. Kdyz touto matici vynasobime

vektor soutadnic, dostaneme stejny vysledek jako u komplexnich cisel:

cosp —sing r\ [xcosp—ysing
sing  cosp Y xsin ¢ + y cos ¢
Timto jsme ukazali rovnost mezi algebraickym souc¢inem komplexnich ¢isel a geometrickou

operaci rotace reprezentovanou maticovym nasobenim.



