
Komplexńı č́ısla jako struktura izometricky izomorfńı

s vektorovým prostorem R2

1 Od vektor̊u ke komplexńı rovině

Protože se komplexńı č́ısla mohou zdát na prvńı pohled př́ılǐs abstraktńı, pod́ıváme se na

ně v tomto kurzu z jiného úhlu. Namı́sto abychom si hned představovali špatně vizualizo-

vatelná komplexńı č́ısla, využijeme něco, co už dobře známe: dvourozměrný vektorový

prostor R2.

1.1 Ztotožněńı vektoru s komplexńım č́ıslem

Naš́ım základem bude myšlenka, že komplexńı č́ıslo je bod v rovině, který jen zapisu-

jeme jiným zp̊usobem. Budeme budovat strukturu, která je izometricky izomorfńı s

vektorovým prostorem R2.

Vezměme libovolný vektor [x, y] ∈ R2. Tento vektor nahrad́ıme novým zápisem:

z = x+ iy

Množinu všech těchto prvk̊u budeme označovat ṕısmenem C.

Terminologie

• Izomorfńı: Znamená to, že mezi vektorovým prostorem R2 a množinou kom-

plexńıch č́ısel C existuje lineárńı bijektivńı zobrazeńı (izomorfismus). Struktura

obou prostor̊u je z hlediska lineárńı algebry identická, což znamená, že operace

sč́ıtáńı a násobeńı skalárem se přenášej́ı bez ekvivalentńı změny jejich vlastnost́ı.

• Izometrický: Tento termı́n ř́ıká, že se v obou prostorech zachovávaj́ı vzdálenosti.

Euklidovská vzdálenost dvou bod̊u v rovině R2 je přesně rovna absolutńı hodnotě

rozd́ılu (vzdálenosti) dvou odpov́ıdaj́ıćıch komplexńıch č́ısel |z1 − z2|.
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1.2 Definice operaćı

Abychom mohli komplexńı č́ısla (C) považovat za vektorový prostor, muśıme definovat

dvě základńı operace tak, aby zobrazeńı [x, y] ↔ x+ iy bylo izomorfismem. To znamená,

že operace v C muśı odpov́ıdat operaćım v R2.

1. Součet dvou komplexńıch č́ısel: Mějme z1 = x1 + iy1 a z2 = x2 + iy2. Jejich

součet definujeme po složkách:

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

2. Násobek komplexńıho č́ısla reálným č́ıslem (skalárem): Mějme z = x + iy

a reálné č́ıslo α ∈ R. Pak:

α · (x+ iy) = (αx) + i(αy)

1.3 Axiomy vektorového prostoru v C

Na základě výše uvedených definic splňuje množina C všech osm axiomů vektorového

prostoru nad tělesem reálných č́ısel R. Pro připomenut́ı je vyjádřeme pro komplexńı č́ısla.

Pro libovolná komplexńı č́ısla u, v, w (tj. u, v, w ∈ C) a reálná č́ısla α, β (tj. α, β ∈ R)
plat́ı:

• Asociativita sč́ıtáńı: (u+ v) + w = u+ (v + w)

• Komutativita sč́ıtáńı: u+ v = v + u

• Existence nulového prvku: Existuje prvek 0 = 0 + i0 takový, že u+ 0 = u.

• Existence opačného prvku: Ke každému u = x+ iy existuje −u = (−x)+ i(−y) tak,

že u+ (−u) = 0.

• Distributivita skaláru: α(u+ v) = αu+ αv

• Distributivita součtu skalár̊u: (α+ β)u = αu+ βu

• Asociativita násobeńı skaláry: α(βu) = (αβ)u

• Existence jednotkového skaláru: 1 · u = u

1.4 Absolutńı hodnota jako euklidovská norma

Aby bylo možné v komplexńıch č́ıslech měřit vzdálenosti, definujeme absolutńı hodnotu

komplexńıho č́ısla z = x + iy. Chceme, aby tato hodnota přesně odpov́ıdala euklidovské
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normě (délce) vektoru v R2 (izomorfismus).

Pro z = x+ iy definujeme absolutńı hodnotu (normu) jako:

|z| =
√
x2 + y2

Axiomy normy v komplexńıch č́ıslech

Vzhledem k tomu, že absolutńı hodnota v C odpov́ıdá normě ve vektorovém prostoru,

muśı pro libovolná z, w ∈ C a α ∈ R splňovat tyto vztahy:

1. Nezápornost: |z| ≥ 0, přičemž |z| = 0 právě tehdy, když z = 0.

2. Homogenita: |α · z| = |α| · |z|.

3. Trojúhelńıková nerovnost: |z + w| ≤ |z|+ |w|.

2 Využit́ı izomorfismu v geometrických výpočtech

Vzhledem k tomu, že komplexńı č́ısla považujeme za body v rovině, můžeme snadno

poč́ıtat geometrické úlohy pomoćı algebraických operaćı. Řešeńım je právě převod geo-

metrické vzdálenosti na algebraickou operaci s absolutńı hodnotou.

Vzdálenost dvou bod̊u (délka úsečky): Vzdálenost mezi dvěma body z1 a z2 v

komplexńı rovině je dána jako absolutńı hodnota jejich rozd́ılu:

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

Poměr délek stran trojúhelńıku: Pokud máme trojúhelńık s vrcholy A,B,C repre-

zentovanými č́ısly zA, zB, zC , vycháźıme při určeńı poměru jeho stran př́ımo z výše defi-

novaného výpočtu délky úsečky. Např́ıklad poměr délek stran AB a AC źıskáme takto:

poměr =
délka úsečky AB

délka úsečky AC
=

|zB − zA|
|zC − zA|

2.1 Definice okoĺı bodu

Na základě definované absolutńı hodnoty můžeme zavést okoĺı bodu z0.

ϵ-ové okoĺı bodu z0 (označujeme U(z0, ϵ)) je množina všech komplexńıch č́ısel z, jejichž

vzdálenost od z0 je menš́ı než poloměr ϵ > 0:

U(z0, ϵ) = {z ∈ C : |z − z0| < ϵ}
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Geometricky toto okoĺı představuje vnitřek otevřeného kruhu se středem v bodě z0 a

poloměrem ϵ.

3 Násobeńı komplexńıch č́ısel

Dosud jsme na komplexńı č́ısla nahĺıželi jako na vektory, které umı́me sč́ıtat a násobit

reálným č́ıslem. Nyńı zavedeme operaci násobeńı dvou komplexńıch č́ısel.

3.1 Imaginárńı jednotka a rotace

Předpokládejme standardńı pravidla z algebry (distributivitu) a vlastnost, že i2 = −1.

Nyńı vynásob́ıme libovolné č́ıslo z = x+ iy symbolem i:

i · (x+ iy) = ix+ i2y = ix+ (−1)y = −y + ix

Z geometrického hlediska:

• Původńı vektor byl [x, y].

• Nový vektor po vynásobeńı č́ıslem i je [−y, x].

Z lineárńı algebry v́ıme, že transformace [x, y] → [−y, x] odpov́ıdá otočeńı (rotaci) vektoru

o pravý úhel (90◦ nebo π/2) v kladném směru.

Tato geometrická interpretace nám dává vhled do identity i2 = −1. Pokud násobeńı

č́ıslem i znamená jedno otočeńı o pravý úhel, pak dvoj́ı násobeńı (i · i) muśı znamenat

dvě otočeńı o pravý úhel – tedy otočeńı o 180◦. Otočeńı o 180◦ změńı libovolný vektor na

jeho opačný vektor. Opačný vektor k z je −1 · z. Geometricky tedy i2 muśı odpov́ıdat

násobeńı reálným č́ıslem −1.

3.2 Formálńı definice součinu

Na základě požadavku distributivity a vlastnosti i2 = −1 definujeme součin dvou kom-

plexńıch č́ısel z1 = x1 + iy1 a z2 = x2 + iy2 následovně:

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).
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4 Maticová reprezentace komplexńıch č́ısel

Komplexńı č́ısla lze ztotožnit s určitou množinou matic. Tento izomorfismus nám potvrd́ı,

že C je tělesem. Uvažujme množinu matic M typu 2× 2 ve tvaru:

M =

{(
x −y

y x

)
: x, y ∈ R

}

Definujme zobrazeńı F : C → M , které každému č́ıslu z = x+ iy přǐrad́ı matici:

F (x+ iy) =

(
x −y

y x

)

4.1 Ověřeńı izomorfismu

Abychom mohli ř́ıct, že jde o izomorfismus, muśı toto zobrazeńı zachovávat operace sč́ıtáńı

a násobeńı.

1. Zachováńı sč́ıtáńı: F ((x, y)⊕ (a, b)) = F (x, y) + F (a, b)

F ((x, y)⊕ (a, b)) = F (x+ a, y + b) =

(
x+ a −(y + b)

y + b x+ a

)

F (x, y) + F (a, b) =

(
x −y

y x

)
+

(
a −b

b a

)
=

(
x+ a −(y + b)

y + b x+ a

)
Operace sč́ıtáńı je zachována.

2. Zachováńı násobeńı: F ((x, y)⊗ (a, b)) = F (x, y) · F (a, b)

F ((x, y)⊗ (a, b)) = F (xa− yb, xb+ ya) =

(
xa− yb −(xb+ ya)

xb+ ya xa− yb

)

F (x, y) · F (a, b) =

(
x −y

y x

)
·

(
a −b

b a

)
=

(
xa− yb −(xb+ ya)

ya+ xb −yb+ xa

)

Zobrazeńı zachovává i násobeńı.

4.2 Ověřeńı struktury tělesa pro C

Na základě předchoźıch výpočt̊u jsme úspěšně ověřili, že zobrazeńı F je izomorfismem.

To znamená, že algebraické chováńı komplexńıch č́ısel je strukturně identické s chováńım

námi definované množiny matic M .
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Pro úplnost v́ıme, že množina M spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı tvoř́ı okruh.

Tedy automaticky splňuje základńı axiomy: asociativita sč́ıtáńı i násobeńı a distributi-

vita. Abychom však mohli strukturu (M,+, ·), a vzhledem k izomorfismu i strukturu

komplexńıch č́ısel C, považovat za těleso, muśı být splněny tyto doplňuj́ıćı axiomy:

1. Komutativita násobeńı: Pro A,B ∈ M plat́ı AB = BA.

2. Existence jednotky: Existuje matice I =

(
1 0

0 1

)
∈ M , pro kterou plat́ı IA = A.

3. Inverzńı prvek: Pro každou matici A ∈ M,A ̸= O existuje inverzńı matice A−1 ∈
M . To plat́ı, protože determinant det(A) = a2 + b2 je pro nenulovou matici vždy

nenulový.

4. Nulový prvek: Existuje nulová matice O =

(
0 0

0 0

)
∈ M .

Protože jsou splněny axiomy okruhu i tyto dodatečné podmı́nky pro těleso, z izomorfismu

vyplývá, že struktura (R2,⊕,⊗), neboli těleso komplexńıch č́ısel C, je tělesem.

5 Geometrická interpretace násobeńı komplexńıch č́ısel

na jednotkové kružnici

Nyńı se zaměř́ıme na konkrétńı př́ıpad násobeńı komplexńıch č́ısel, která lež́ı na

jednotkové kružnici. Tato č́ısla maj́ı absolutńı hodnotu rovnu 1 (|z| = 1) a v goniome-

trickém tvaru je lze zapsat jako z = cosφ+ i sinφ.

5.1 Násobeńı jako otočeńı (rotace)

Ukázali jsme, že násobeńı imaginárńı jednotkou i (která lež́ı na jednotkové kružnici v

úhlu 90◦) odpov́ıdá otočeńı o pravý úhel. Tento princip plat́ı obecně: Násobeńı libovolným

komplexńım č́ıslem z s velikost́ı 1 odpov́ıdá otočeńı o úhel φ kolem počátku. Pokud

násob́ıme dvě taková č́ısla, jejich úhly se sč́ıtaj́ı, což geometricky znamená skládáńı rotaćı.

Vezměme si bod v rovině (x, y) jako komplexńı č́ıslo w = x + iy a otočme jej o úhel φ

vynásobeńım č́ıslem z = cosφ+ i sinφ:

w′ = z · w = (cosφ+ i sinφ) · (x+ iy)

w′ = (x cosφ− y sinφ) + i(x sinφ+ y cosφ)
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Výsledné souřadnice nového bodu jsou tedy:

x′ = x cosφ− y sinφ

y′ = x sinφ+ y cosφ

5.2 Souvislost s násobeńım matic

Nyńı využijeme již dokázaný izomorfismus F (x, y) =

(
x −y

y x

)
. Pokud do tohoto zobra-

zeńı vlož́ıme č́ıslo z = cosφ+ i sinφ, dostaneme matici:

F (cosφ, sinφ) =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)

Tato matice je v lineárńı algebře známá jakomatice rotace. Když touto matićı vynásob́ıme

vektor souřadnic, dostaneme stejný výsledek jako u komplexńıch č́ısel:(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
·

(
x

y

)
=

(
x cosφ− y sinφ

x sinφ+ y cosφ

)

T́ımto jsme ukázali rovnost mezi algebraickým součinem komplexńıch č́ısel a geometrickou

operaćı rotace reprezentovanou maticovým násobeńım.
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