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V tomto textu budeme s komplexnimi ¢isly pracovat nejen ,,pocitanim®, ale
i geometricky. Ukéazeme si, ze komplexni ¢isla lze chapat jako body v roviné a ze
predpis f(z) = az + b popisuje zndmé geometrické zmény (posunuti, otoceni,
zvétSeni/zmenseni). Nakonec zavedeme pomér bodu, ktery umi popsat polohu
bodu na pfimce i mimo ni.

1 Linearni funkce komplexni proménné

Komplexni ¢islo jako bod v roviné
Komplexni ¢islo zapisujeme ve tvaru:
z=z+ 1y
kde:
e x = Re(z) je redlna Cast
e y=1Im(z) je imaginarni éast
« i je jednotka s vlastnosti i2 = —1

Kazdému komplexnimu ¢&islu z = x + iy pfifadime bod [z,y] v roviné. Této
roviné fikdme komplexni (Gaussova) rovina. Vodorovnd osa je redlna ¢dst
a svisld osa je imagindrni ¢ast. Napiiklad z = 3 + 4¢ odpovidd bodu [3,4].
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Obréazek 1: Komplexni ¢islo jako bod v Gaussové roviné: z = 3 + 4i < [3,4].

Co je linearni funkce komplexni proménné

Linearni funkce komplexni proménné je predpis:
f(z)=az+b a,beC; a#0

Slovo proménna znamend, 7e z se mize ménit. Cisla @ a b jsou konstanty
(neménné).

Toto zobrazeni (tedy ,zménu“ bodu z na bod f(z)) lze chépat jako dva
kroky:

e nasobeni z — az

o séitani z— 2 +5b

Co déla koeficient a (otocCeni a zvétSeni/zmenseni)

Nésobeni komplexnim ¢islem a udéla dvé véci najednou:

o

e Zména velikosti (méritka): ¢éislo |a| Fik4, kolikrat se vzdalenosti zveétsi
nebo zmensi

— Absolutni hodnota (u komplexniho éisla se Casto ¥kd modul) je
délka vektoru od pocatku: pro a = u + iv plati |a| = Vu? + v2.
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Obrazek 2: Modul komplexniho ¢isla a = u + iv je délka vektoru od pocatku do
bodu [u, v].

o Otoceni: thel arg(a) ¥ikd, o kolik stupri se obraz otodi.

— Argument arg(a) je thel, ktery svird vektor a s kladnou redlnou
osou (méff se proti sméru hodinovych rucicek).
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Obrézek 3: Argument arg(a) je dhel mezi kladnou redlnou osou a vektorem a
(méfi se proti sméru hodinovych rudiéek).

Specialni pripady:

e a € R, a> 0: jen zvétseni/zmenseni bez otoceni
e a € R, a < 0: zvétSeni/zmenseni a otoceni o 180°
o |a| = 1: pouze otoceni (délky se neméni)

e a = i: otoceni o 90°



Co déla koeficient b (posunuti)

Clen b znamena posunuti viech bodi roviny o stejny vektor b. To je stejné jako
kdyZz v geometrii posuneme cely obrézek doprava/doleva/nahoru/doli.

2 Souvislost s podobnym zobrazenim v roviné

Zobrazeni:
f(z)=az+?b a#0

je tzv. podobné zobrazeni (zkricené podobnost).
Co znamena ,,podobnost“? Je to zobrazeni, které:

e zachovava tvary

o méni velikost, natoceni a polohu
e zachovava tuhly

e primka se zobrazi na primku

¢ kruzZnice se zobrazi na kruznici

o zachovava poméry délek (vSechny vzdalenosti nésobi stejnym cis-
lem |a|)

— Pro¢ se vSechny vzdédlenosti ndsobi |a|? Pro dva body 21, 25 plati:
f(z2) = f(21) = (az2 +b) — (az1 +b) = a(z2 — 21)
a tedy po absolutni hodnoteé:

£ (z2) = f(z)| = lal - |22 — 1]

To tik4: vzdalenost obrazi je |al-krat vétsi (nebo mensi) nez puvodni
vzdalenost.

Poznamka: neprima podobnost

Zobrazeni:

f)=az+b
je také podobnost, ale nepFimé (,,pfevrati“ obrdzek, zméni orientaci). Zde Z
znamend komplexné sdruzené cCislo: pokud z = = + iy, pak z = x — iy.
Geometricky to odpovida zrcadleni podle realné osy.
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Obrazek 4: Komplexni{ sdruzeni zZ odpovida zrcadleni podle redlné osy: [z,y] —
[.’IJ, _y]

3 Definice poméru bodu

Necht bodim A, B, C' odpovidaji komplexni ¢isla a, b, ¢ a plati A # B. Pomér
bodi A, B, C definujeme jako:
c—a
b—a
Co to znamenda prakticky? Vyraz ¢ — a je vektor (,Sipka®) od A do C
a b—a je vektor od A do B. Pomér k tedy porovnava, jak je AC dlouhé a jakym
smérem jde, ve srovnani s AB.

Geometricky vyznam

o Velikost |k| fika, kolikrdt je vzdalenost AC vétsi nebo mensi nez vzdéle-

nost AB: AC]
k| = =7
|AB|
Jinymi slovy: porovnavame délku tsecky AC s délkou tsecky AB.
Napriklad:

— |k| = 1 znamena, ze |AC| = |AB|
— |k| = 0,5 znamend, ze |AC| je polovina |AB|
— |k| = 2 znamend, Ze |AC| je dvojnésobek |AB|
o Uhel arg(k) fika, jaky thel sviraji tsecky AB a AC.
Cislo |k| popisuje jen vzddlenost; smér urcuje az arg(k).
Pokud je k redlné ¢islo (nemd imaginarni ¢ast), pak body A, B, C lezi na jedné
primce.



Déleni tsecky v poméru

Casto chceme popsat bod Z, ktery déli tisecku AB v poméru \. To zapiSeme

takto:
zZ—a

b—=z
Pro body na pfimce AB je A € R a plati:
e A >0 — vnitfni déleni (bod Z lezi mezi A a B)
e A <0 — vnéjsi déleni (bod Z lezi mimo tsecku)
Ze vzorce vyjde pfimo soutradnice bodu Z:

a+ Ab

= A# -1
i=1y G#FE-D
Napiiklad pro A = 1 dostaneme stfed tsecky:
_a+b
2

4 Vlastnosti poméru bodu

Necht:

je pomér bodu A, B,C

Vlastnosti

e Pomeér se neméni pii podobnosti. Pokud na vSechny body pouzijeme
f(z) = az + 8 (a #0), pak:

fle)=fla) _c—a

f(b) = fla)  b-a

Jinak feceno: posunuti, otoceni a zvétSeni/zmenseni pomér nezméni.

¢ Kolinearnost (lezi na jedné pfimce)

ke R <= A B,C lezi na jedné primce

e Vyznam |k| a arg(k)
|AC]

— k| = [AB| (pomér vzdélenosti)

— arg(k) (dhel mezi sméry AB a AC)



¢ Speciilni hodnoty.
- k=0« C=A4
k=1« C=8B
— k=-1 <= A je stied usecky BC
o Déleni usecky je vazeny pramér. Je-li bod Z dan pomérem A, plati:

a1 A

_ _ b
Tox 12T 10

Tento zapis je dulezity, protoze ukazuje, ze bod Z je pramér bodu A a B,

ale ne ,napul“. Cisla:
1 A

T+x 1+
funguji jako vahy (kolik ,pTispéje” bod A a kolik bod B). Plati pfitom:

1 . A 1
L+A 1+
takze Z je vzdy kombinaci bodu A a B.

— Pokud X\ =1, jsou vahy stejné (%, %) a dostaneme:

a+b
2

tedy stred usecky

— Pokud A > 1, vaha u b je vétsi nez u a, takze bod Z lezi bliz k bodu
B (bod B ma ,veétsi vliv“).

— Pokud 0 < A < 1, vdha u a je vétsi nez u b, takze bod Z lezi bliz
k bodu A.

Pokud A < 0, jedna z vah vyjde zadporna. To znamend, ze Z nelezi
mezi A a B, ale jde o vnéjsi déleni (bod Z lez{ mimo usecku).

Jinymi slovy: parametr A urcuje, jak moc se bod Z ,pritdhne“ k bodu A
nebo k bodu B. Cim vétsi je A, tim bliZ je Z k B; ¢im mens{ (ale kladné)
je A, tim bliz je Z k A.



5 Vyuziti poméru bodut ke konstrukci podobné-
ho zobrazeni

V predchozich kapitolach jsme vidéli, ze zobrazeni:
f(z)=az+b a#0

je podobnost: zachovava thly a vSechny vzdélenosti ndsobi stejnym éislem |al.
Soucasné jsme zavedli pomér bodi:

cC—a

k:b—a

ktery popisuje polohu bodu C viéi bodum A, B.
Zasadni vlastnosti poméru bodi je jeho invariance pri podobnosti. Pro zob-
razeni:

fz)=az+8 a#0
plati:

J(0) = fla) _c—a

f(b) = fla) b—a
Pomér bodu se tedy pfi posunuti, otoceni i zvétseni (zmenseni) neméni. Tuto
vlastnost 1ze vyuzit ke konstrukci obrazu bodu v podobném zobrazeni.

Konstrukéni princip

Necht bodim A, B, C' odpovidaji komplexni ¢isla a, b, ¢ a jejich obrazy A’, B',C’
¢isla a’, b, . Nejprve uréime pomér bodu:

c—a
k =
b—a
Protoze pomeér je invariantni, plati:
d—ad
k= ——
b/ _ a/

7Z tohoto vztahu primo dostaneme vzorec pro obraz bodu C:
d=d+k¥ —ad)

Geometricky to znamend, ze bod C’ ziskdme tak, ze od bodu A’ postupujeme
ve sméru k bodu B’ stejnym ,nasobkem* a stejnym otocenim, jaké popisuje
pomeér k v puvodni konfiguraci.



ReSeny priklad
Zadéani. Necht:
A=1+i, B=4+2, C=2+4i

a jejich obrazy:
A'=2—4i B =5+2i

Najdéte obraz bodu C’ v podobném zobrazeni.
1. Vypocet poméru bod.

oS0 _ (244i) — (14+1d)  1+3i
Tb-a @A+20)-(1+49) B+i

Vynésobenim sdruzenym ¢islem dostaneme:

o (L43)B—i) 648
(3443 —4) 10

= 0,6+ 0,8

2. Prenos poméru do obrazu. Nejprve urcime rozdil:

bV —ad =(+2i)—(2—1i)=3+3i

Potom:
k(' —a') = (0,6 +0,8:)(3 + 3i) = —0,6 + 4,2i
Nakonec:
d=ad+k(b —d)=(2—1)+ (—0,6 +4,2i) = 1,4+ 3,2
Vysledek:

(¢’ =1,4+32i]

Poznamenejme, ze pomér k ma nenulovou imaginarni ¢ast, takze body A, B, C
nelezi na jedné primce. Stejna vlastnost se zachovava i u jejich obrazi v podob-
ném zobrazeni.



ResSeny piiklad — podrobny postup s vysvétlenim proc

Zadani.
A=1+4i, B=4+2, C=2+4, A =2—4i, B =5+2i

Méme najit obraz bodu C’ pfi podobnosti (zobrazeni tvaru f(z) = az + 3,
a#0).

Zikladni myslenka (pro¢ to ptijde pfes pomeér). Podobnost zachovavd
pomér bodi:
c—a
b—a
To znamend: jak je bod C ,,udélany‘* z bodi A a B (vektorové a uhlové), tak
stejnd je ,,udélany*‘ i jeho obraz C’ z bodu A’ a B’. Proto:

7
k:%i%r:¢ d=d +kb —a)

Tento postup pouzivame proto, zZe nezndme primo « a (3, ale zname obrazy dvou
bodu A’, B’ a to k urceni C' stadi.
Krok 1: Zapis si body jako komplexni cisla
a=1+1i, b=44+2i, c=2+ 4, a=2—i, UV =5+2i
Proé: V komplexni roviné je bod popsdan komplexnim éislem. Vypocty (zv1ast
rozdily a poméry) se délaji jednoduse algebraicky, ale maji pfimy geometricky
vyznam.
Krok 2: Spocti rozdily c—aab—a
c—a=2+4+4i)—(1+4) =143
b—a=4+2i)—(14+4i)=3+1

Proc: Vyraz ¢ — a je vektor /@ a b—a je vektor /@ Pomér bodt je definovan
jako podil téchto dvou vektort:

. _AC
4B

Tim porovnavame, jak se z E musi stat @ (z hlediska délky i sméru).

Krok 3: Vypocti k = Z_ ¢

—a
1434

3+1

k:

10



Proc: k je ,,instrukce*, kterd rika:

. o 1 [ACH
. lek ——
|k| je pomér déle AD|

o arg(k) je uhel, o ktery se musi otocit smér AB, aby vznikl smér AC

Takze kdyz k zndme, umime stejnou instrukci pouzit i na obrazovou usecku
A'B’.

Proc¢ nasobime sdruzenym ¢éislem: Déleni komplexnich ¢isel chceme pre-
vést na déleni redlnym ¢islem. Proto ndsobime sdruzenym ¢islem ke jmenovateli
(3+1), tedy (3 —1):

L 14380 3-i (14303 -4)

3+4i 3—i  (3+i)(3—1)

Proé: Soucin komplexniho ¢isla a k nému sdruzeného ¢isla je ¢islo realné:
B+i)(3—i)=32—i?=9—(-1)=10

Tim ve jmenovateli nebude imaginarni ¢len a ztstane pouze redlnym cislem, se
kterym se snadno déli.

Vypocet citatele — roznasobeni:
(1+43i))3—4i)=1-3+1-(—i)+3i-34+3i-(—i)=6+8i

Proé: Je to béZné ndsobeni mnohoclenu (distributivn{ zdkon). Navic musime
pouzit:
i?=—1

protoze pfi nasobeni vznik4 ¢len s 2.

Zavér pro k:
_ 6+8i

10
Proc to je dulezité: Toto Cislo ted preneseme do obrazu: udéla stejny pomeér
délek a stejné otoceni, ale uz nad useckou A'B’.

k = 0,6+ 0,8

Krok 4: Spoéti vektor v obraze V' — o
bV —a =(5+2i)—(2—1i)=3+3i
Proc: Vzorec pro obraz bodu je:
d=d+k(b —d)
Potrebujeme tedy nejprve vektor ﬁ , abychom na né&j mohli aplikovat ,,in-

strukei‘ k.
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Krok 5: Vypocti k(b —d’)
k(b —a') = (0,6 +0,8)(3 + 3i) = —0,6 + 4,2i
Proé: Nasobeni komplexnim ¢islem geometricky znamena:
o zvétsit (nebo zmensit) délku vektoru urcitym koeficientem (|k|)

« otoCit ho o thel arg(k)
—
Takze k(b — a’) je presné vektor A'C’.

Pro¢ se objevi i?: Pfi roznasobeni vznikne ¢len 0,8 - 3i = 2,442, a ten mu-

sime pfepsat pomoci 2 = —1, abychom vysledek zapsali jako ,,redlnd ¢ast +
imaginarni ¢ast*’.
Krok 6: Pricti k o’ a ziskej ¢/

d=ad+k(b —ad)=(2—14)+ (—0,6 +4,2i) = 1,4+ 3,2

Pro¢: Vektor k(b — a’) ndm déva posun od A’ k hledanému bodu C’. Kdyz
tento posun priéteme k soufadnici bodu A’, dostaneme soufadnici koncového
bodu, tedy C’. Je to totéz jako v geometrii: ,,bod + vektor = novy bod*.

Vysledek:

C'=14+32i
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