Komplexni ¢isla: Definice a vlastnosti (tvoii téleso)

Komplexni cisla

Cilem tohoto dokumentu je seznamit Ctenare s pojmem komplexnich ¢isel prostrednic-
tvim nékolika riznych definic. Text je strukturovan tak, aby postupoval od elementarnich
pojeti, vhodnych pro prvni seznameni, az po formalnéjsi algebraické konstrukce. Pro za-
jemce o hlubsi studium jsou v zavéru zminény i abstraktnéjsi pristupy, které oteviraji
dvefe k pokrocilejsim tématim.

1. definice: Stiedoskolsky pristup (intuitivni pf¥ibliZeni)
Tato definice zavadi komplexni ¢isla takto:

a+1ib, kdea,be R akde
1=v—-1

Tento piistup je sice intuitivni, ale muze vést k nekonzistencim, pokud se neopatrné
zachazi s odmocninami. Problém ilustruje nésledujici ptiklad:
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Tento spor vznika proto, ze pravidlo \/g = \/7?, které plati pro kladna realna cisla, nelze

bez tprav pouzit pro zadporné argumenty. Z tohoto divodu je presnéjsi zavést komplexni
¢isla rigor6znéjsim zptisobem.

2. definice: Ryze algebraicka

Nyni se ale podivame na druhou moznou definici, kterou lze pouzit pfi zavadéni kom-
plexnich ¢isel. Tato definice ma jisté vyhody, proto ji uvadime jako jednu z dilezitych.
Zadefinujme si tedy komplexni ¢isla nasledujicim zptusobem:

Vezméme algebraickou strukturu (R?, &, ®) kde jsou binarni operace na R? (tzn. dvo-
jici prvkii z R? piifadi prvek z R?) a jsou definovany vztahem:

[a,b] ® [c,d] = [a+ ¢,b+d]
[a,b] ® [¢,d] = [ac — bd, ad + bc]

Vyhoda tohoto formélniho zavedeni spociva v tom, Ze vlastnosti imaginarni jednotky i
nemusime pfedpokladat, ale pfirozené vyplynou z definice pocetnich operaci. Muzeme
se tedy zamérit na zkoumani vlastnosti této algebraické struktury a urceni toho, zda se
jedna o okruh ¢i téleso.



Vlastnosti

Odvodime vlastnosti, které v této algebraické strukture plati.
1. [2,0] @ [y,0] = [x + y,0]
2. [x,0] ® [y, 0] = [zy, 0]
3. [0,1]®[0,1] = [-1,0]
4. [y,0]©[0,1]=[y-0—-0-1,y-1+0-0] =[0,y]

Z 1, 2 plyne, ze mnozina {[z,0] : z € R} s operacemi @, ®, matematicky zapsano
({[x,0] : z € R}, ®,®) je izomorfni s (R, +, -).
Zavedeme-li oznaceni i = [0,1] a z = [z,0] pro x € R, pak z 1 az 4 plyne

1-1= [—1,0] =—1
[x,y] = [%,O]@[O,y] = [x,O]@[y,O]@[O,l] =T +1y

Komplexni ¢isla tvori téleso

Nasim cilem je ukazat, ze komplexni ¢isla tvori téleso. V této definici si dame tu praci, ze
si kazdou vlastnost télesa ukazeme a tim potvrdime platnost téchto axiomi. Pfipomenme
jen, ze operace +, - jsou operace na realnych ¢islech a maji tedy normalni vlastnosti.

e Komutativita @:

Asociativita @:

([a,b] ® ([c,d] ® [e, f])) = [a,b] ® [c+e,d+ fl=[a+c+e,b+d+ f];
(([a,b) ® [c,d]) ® [e, f]) = [a+c,b+d] D e, fl=[a+c+eb+d+ f]

Nulovy prvek &:

la,b] ®[0,0] =[a+0,b+ 0] = [a,b].

Opacny prvek &:
la,b] & [—a,—b] = [a+ (—a),b+ (—b)] = [0,0].

Komutativita ®:

[a,b] ® [c,d] = [ac — bd, ad + bc];
[c,d] ® [a,b] = [ca — db, cb + da).



e Asociativita ®:

[a,0] @ ([¢,d] @ [e, f]) = [a,b] © [ce — df, cf + de]

a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df)]
ace — adf — bef — bde,acf + ade + bece — bdf];
ac — bd, ad + bc] © [e, f]

(ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e]

ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee].

[

= [

= [
([a,b] © [e,d]) @ e, f] = [
= [
= [
e Jednotkovy prvek ©:

[a,0] ©®[1,0)=[a-1—=b-0,a-04b-1] = [a,b].

e Existuje inverzni prvek? Hledame prvek [z,y] tak, aby platilo [a,b] ® [z,y] =
[1,0]. Podle definice nasobeni to vede na soustavu rovnic:
ar —by =1
br +ay =0

b

Nyni si pfipomenme, jak presné zni axiom o inverznim prvku: pro kazdé z € C, z #
0, existuje inverzni prvek (zna¢ime ho z71) tak, 7e plati z - 271 = 1.

: : —b
feSime tedy determinant matice soustavy: det la a } =a?+ b #£0.

Determinant je tedy nenulovy, matice je regularni a proto existuje feSeni soustavy,
z ¢ehoz dale vyvozujeme existenci inverzniho prvku.

e Distributivita:

[a,6] © ([c,d] @ [e, f]) = [a,0] © ([c + €,d + [])
=la(c+e)=bd+ f),a(d+ f) + b(c+e)]
= [ac+ ae —bd — bf,ad + af + bc + bel;
([a,b] ® [c,d]) ® ([a,b] ® [e, f]) = [ac — bd, ad + bc] B [ae — bf,af + be]
= [

ac —bd + ae — bf,ad + bc + af + be].

Tim jsme dokazali, Ze komplexni ¢isla s operacemi & a © tvofi téleso. Kromé této
a uvodni definice existuji i dalsi, abstraktnéjsi pristupy, které mohou byt uzite¢né pro
¢tenare s hlubsimi znalostmi algebry. Nize struéné predstavime tii z nich.



3. definice: Stredoskolska

Tento pristup fesi nekonzistence tvodni intuitivni definice tim, Ze se nesnazi definovat,
¢im je i (problematickym +/—1), ale co spliiuje. Misto toho jednoduge postulujeme (t;j.
stanovime jako zakladni, nedokazovany predpoklad) existenci imaginarni jednotky i,
jejiz klicovou vlastnosti je rovnice:

i’ =—1

Komplexni ¢islo je pak vyraz tvaru a + bi, kde a,b € R. VSechny pocetni operace a
vlastnosti komplexnich ¢isel jsou nésledné odvozeny z tohoto jediného axiomu.

4. definice: Komplexni ¢isla jako koienové nadtéleso

V abstraktni algebte lze téleso komplexnich ¢isel C zkonstruovat tak, ze k télesu redlnych
¢isel (R, +,-) formalné "pfidame"prvek (oznacme ho i), ktery je definovan jako kofen
rovnice 2 +1 = 0.

5. definice: Komplexni ¢isla jako okruh zbytkovych tiid polynomii

Dalsi algebraicky pristup definuje komplexni ¢isla jako mnozinu vSech zbytki po déleni
polynomt s redlnymi koeficienty polynomem P(z) = z? + 1. Kazdy takovy zbytek ma
tvar a + bz, kde a,b € R. Pokud ztotoznime proménnou x s imaginarni jednotkou ¢,
dostaneme tradi¢ni zapis komplexniho ¢isla a + bi. Vztah i2 = —1 zde pfirozené vyplyva
z faktu, Ze pocitame se zbytky po déleni 22 + 1, tedy 22 + 1 = 0, z éehoz plyne 2? =
—1. Mnozina takovych zbytkovych tiid obecné tvori strukturu zvanou okruh. Kli¢ovou
vlastnosti polynomu P(z) = x? + 1 je jeho ireducibilita (nerozlozitelnost) nad realnymi
¢isly, ktera zarucuje, ze tato struktura je piimo télesem.



