Uvod do funkci komplexni promé&nné
Metodicky a vykladovy text pro studenty ucitelstvi matematiky

Martina Sim(inkova ve spolupraci s LLM Gemini, model 3.6 thinking

Abstract

Tento ucebni text slouZi jako Uvodni kapitola do studia komplexni analyzy urcena
pro budouci ucitele matematiky. Klade si za cil preklenout tradi¢ni kognitivni bariéru
pfi zavadéni komplexnich ¢isel. Namisto formalniho postulovani zavedeni ,pomysiné”
imaginarni jednotky stavi vyklad na pfirozeném izomorfismu mezi komplexnimi Cisly
a realnym vektorovym prostorem R?2, geometrické interpretaci linedrnich zobrazeni a
zavedeni soucinu prostfednictvim rovinnych rotaci.
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1 Komplexni Cisla jako vektorovy prostor R?

PFivyuce na stfednii vysoké Skole se Casto setkavame s tim, Ze zavadéni komplexnich Cisel
zpUsobuje u studentl kognitivni Sok. Tradicni pristup Casto zacina deklaraci: ,Zavedeme
Cislo i, pro které plati i2 = —1.“ Pro mnoho Zakd a student( vSak zUstava takové cislo
abstraktnim a nepfirozenym objektem.

Jako budouci ucitelé matematiky bychom méli hledat cesty, jak matematické struktury
motivovat na zakladé konceptd, které studenti jiz dobre znaji. Jednim z nejprirozené;jsich
pristupl je nahlizet na komplexni ¢isla primarné jako na prvky dvourozmérného redlného
vektorového prostoru.

1.1 Algebraicky izomorfismus (C, +, ) a R?

UvaZujme mnozinu uspofadanych dvojic redlnych &isel R? = {(z,y) : =,y € R}. Z line-
arni algebry vime, Ze R? tvofi spolu s operacemi s¢itani po slozkach a nasobeni redlnym
skalarem realny vektorovy prostor.

Definujme na mnoZiné C operace scitani dvou komplexnich ¢isel a nasobeni komplex-
niho isla realnym cislem:

(z1 + i) + (22 + iy2) = (21 + 22) +i(y1 + v2),
r-(z+1y) = (re) +i(ry), kder eR.

Struktura (C, +, -r) tvoFi realny vektorovy prostor dimenze 2. Zobrazeni
®:R* = C, ®(x,y)==xz+iy

je zjevné bijektivni a zachovava operace scitani i nasobeni redlnym skaldrem. Tedy alge-
braické struktury (C, +, ) a (R?,+, -g) jsou izomorfni.
V kanonické bazi e; = (1,0) a ea = (0,1) prostoru R? odpovidaji bazovym vektordm
komplexni jednotky:
P(e) = 9(1,0) =1, P(e2) = P(0,1) =1.

Kazdy prvek z € C tak prfedstavuje jednoznacnou linearni kombinaci z = z-1+y-i. Geome-
tricky tak komplexni Cislo reprezentujeme jako bod nebo vektor v tzv. Gaussové roviné
(viz obrazek/[1).

Im(z) (osa y)

2=z +iy = (2,y)

Re(z) (osa x)

Figure 1: Gaussova rovina jako izomorfni obraz redlného vektorového prostoru R2.



Didakticka poznamka pro budouci ucitele:

Predstaveni komplexnich Cisel prostfednictvim izomorfismu s R? eliminuje pocit ,tajemna”.
Z4ci na stfedni $kole jiz maji zkusenost s vektory v roving. S&itani komplexnich &isel pak nenf nic
jiného nez rovnobéznikové pravidlo pro scitani vektor( a readlny nasobek predstavuje zménu
délky (a pfipadné zménu orientace) vektoru.

1.2 Geometricky vyznam zakladnich zobrazeni v C

Diky izomorfismu s R? mGzeme jednoducha algebraické zobrazeni v C interpretovat jako
znama geometricka zobrazeni v roviné:

1. Translace (posunuti): Zobrazeniw = f(z) = z + ¢, kde ¢ = ¢; + ic2 € C je konstanta.
PrepiSeme-li toto zobrazeni do sloZzek z = = + iy @ w = u + iv, dostavame:

utiv=(z+e1)+ily+co) = <Z) = <z> + <2>

Jde o posunuti (translaci) roviny o vektor 7 = (c1, ¢3).

2. Stejnolehlost se stfedem v poc€atku: Zobrazeni w = g(z) =r - z, kde r € R\ {0}.

Ve sloZzkach plati (u,v) = (rz,ry). Toto zobrazeni odpovida stejnolehlosti (homotetii)
se stfedem v pocatku [0, 0] a koeficientem r. Pro » > 0 jde o zvétSeni/zmensSeni, pro
r < 0 jde o stejnolehlost spojenou se stfedovou soumérnosti.

3. SloZena zobrazeni (posunuta stejnolehlost): Zobrazeni w = h(z) = r - z + ¢, kde
reR\{0,1}aceC.

Zkoumejme, zda ma toto zobrazeni pevny bod, tj. bod S € C, pro ktery plati h(S) = S:

c
1—r

S=r-S4+4c = S1l—-r)=c = S=

Dosadime-li ¢ = S(1 — r) do plvodniho predpisu zobrazeni, ziskdme:
w=rz+S(1l—-r) = w—-S=r(z-29).

Tento tvar ma jasnou geometrickou interpretaci: vektor w— S je r-nasobkem vektoru
z — S. Zobrazeni w = rz + c tedy pfedstavuje stejnolehlost se stfedem S = < a
koeficientem r (viz obrazek[2).

Im

Re

Figure 2: Posunuta stejnolehlost w = rz + ¢ vyjadfena jako w — S = r(z — 5).



1.3 Re3ené a nefesené tlohy

Priklad 1.1. Sestavte rovnici stejnolehlosti v Gaussové roving, ktera ma stfred S =2 —i a
koeficient stejnolehlosti » = —3.

ReSeni. VyuZijeme tvar w — S = r(z — S). Dosazenim zadanych hodnot dostavame:
w— (2-1i)=-3(z—(2-1)).

Rovnici upravime do standardniho tvaru w = rz + ¢:
w=—3z+3(2—1i)+(2—1)

w=—-3z+4(2—1)
w= —3z+ & — 41.

Hledana rovnice zobrazeni je w = —3z + 8 — 4i. O

Priklad 1.2. Je dano zobrazeni v C pfedpisem w = 2z + 3 — 4i. UrCete geometricky typ
tohoto zobrazeni a jeho charakteristické parametry.

Reseni. Koeficient u z je redlné &islo » = 2 # 1. Jedné se tedy o posunutou stejnolehlost s
koeficientem r = 2. Stfed S ur¢ime jako pevny bod zobrazeni:

S=243-41i = -S=3-4i = S=-3+4i.
Zobrazeni je stejnolehlost se stfedem S = —3 + 4i a koeficientem r = 2. O

Cvi€eni 1.1. Urcete rovnici stejnolehlosti se stfedem S = —1 + 2i a koeficientem r =
[Vysledek: w =1z — 1 +4]

D=

Cvi€eni 1.2. Urete geometricky typ a parametry zobrazeni w = —z +4 +2i.  [Vysledek:
Stejnolehlost se stfedem S = 2 + i a koeficientem r» = —1, coZ je stfedova soumérnost
podle bodu S.]

2 Normovany prostor a absolutni hodnota

Aparat samotného vektorového prostoru nam umoznuje body scitat a nasobit realnym
Cislem, ale nefika nic o vzdalenostech a uhlech. Abychom mohli budovat matematickou
analyzu (limity, spojitost), potfebujeme zavést metriku a normu.

2.1 Izomorfismus normovanych prostoru
V redlném vektorovém prostoru R? je standardni euklidovska norma definovana vztahem:
Iz, Yl = Va2 +y>.
V komplexnich Cislech definujeme absolutni hodnotu Cisla z = x + iy jako realné &islo:
A= VTR,
Z definice je zfejmé, Ze pro izomorfismus ®(z,y) = = + iy plati:
7] = @ (V)]

Struktury (R, || -]|) a (C,| - |) jsou tedy izomorfni jako normované vektorové prostory. Ge-
ometricky |z| pfedstavuje vzdalenost bodu z od pocatku v Gaussoveé roviné.
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2.2 Trojuhelnikova nerovnost

Ve Vv s

vozeni jednak v R? Upravou sloZek, jednak v C pomoci algebraickych vlastnosti komplex-
nich cisel a oba postupy porovnejme.

Véta 2.1 (Trojuhelnikova nerovnost). Pro libovolnd z,, z; € C plati:

|21 + 22| < |z1] + |22].

1. Dlikaz v R? Gpravou sloZkovych vyrazii: Necht'z; = x1+iy; = (z1,y1) @ 22 = To+iys =
(x2,y2). Chceme dokazat dokazovanou nerovnost ve tvaru:

Vo o2+ (g1 1 92)? < \Ja? 4 o3+ Jad ok

JelikozZ jsou obé strany nerovnosti nezaporné, umocnénim na druhou ziskame ekvivalentni
nerovnost:

(21 + 22)? + (g1 + 12)? < (af + yd) +2¢/a} + y2 /a3 + 93 + (23 + v3).

Roznasobenim vyrazl na levé strané dostavame:

2+ 2miwe + 25 + Y + 201y + s < a1+t + a3+ ys + 2y 2t +yd /a3 + 3

Odectenim spolecnych ¢lenl 22 + y? + 2% + y2 z obou stran a vydélenim Cislem 2 obdrzime:

172 + y1y2 < \/ 23 +y%\/x% + 3.

Je-lileva strana x122 + y1y2 < 0, nerovnost plati trivialné, nebot prava strana je nezaporna.
Je-li 2129 + y1y2 > 0, umocnime obé strany opét na druhou:

(122 +1192)° < (¢ + 97) (a3 + v3).
Roznasobenim obou stran obdrzime:
wiwd + 231 zoyiye + yiys < 2323 + 2Tyl + yiad + yivs.
Odectenim ¢lend z2x23 a y?y3 ziskdme:
2e122y1y2 < 21Y5 + yias,
coz je po prevedeni viech ¢lenl na jednu stranu ekvivalentni s:
0 < 23y3 — 22190172 + yias = (T1y2 — Y122)*.

Tato nerovnost je vzdy splnéna, nebot druhd mocnina realného Cisla je nezaporna. Zpét-
nym postupem po ekvivalentnich Gpravach je diikaz v R? dokoncen.



2. Dukaz v C pomoci komplexniho sdruZovani: UvaZujme kvadrat absolutni hodnoty
souctu. S vyuzitim vztahu |z|? = z - z (kde z = x — iy je komplexné sdruZené ¢islo) mame:

21 4 22> = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22) (21 + Z2)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= |21|2 + (2122 + 2122) + |Z2|2.

7 vs

Pro libovolné komplexni Cislo w plati w + w = 2Re(w) < 2|w|. Tedy:
2122 + 2122 = 2Re(z122) < 2|z12Z2| = 2|21||Z2| = 2|21]|22]-
Dosazenim zpét ziskame:
|21+ 22f” < |21 + 2]z 22] + |22f” = (21| + [22])%.

Jelikoz jsou obé strany nerovnosti nezaporné, odmocnénim dostavame |z; + zo| < |21] +
|22]. O

Porovnani obou postupu:

- SloZkovy postup v R?: Vyuziva vyhradné redlnou algebru. Je didakticky cenny tim,
Ze stavi na znalostech ze stfedni Skoly (umocnovani, Uprava na Ctverec). Je vSak al-
gebraicky zdlouhavy, vyZaduje opatrnost pfi umocnovani nerovnosti a zakryva priro-
zeny geometricky nadhled.

- Komplexni postup v C: VyuZiva vlastnosti komplexné sdruzenych Cisel a absolutni
hodnoty. Dukaz je velmi kratky, elegantni a pfimocary. Vyraz 2Re(z;%,) v tomto po-
stupu pfimo odpovida dvojndsobku skalarniho soucinu vektorU @ - 7, ¢imz elegantné
obchazi zdlouhavou Upravu na ctverec.

Otazka k zamysleni:

VSimnéte si, Ze algebraicky krok 2Re(z1z5) < 2|z1||22| pfesné odpovida Cauchyové-Schwarzové
nerovnosti @ - o < ||i||||7]] v R?. v ¢em spociva vyhoda algebraického zapisu v C oproti zapisu ve
slozkach v R??

3 Metrika, limita a spojitost v C

3.1 Odvozeni metriky

Kazda norma indukuje metriku (vzdalenost mezi dvéma body). Pro libovolna 21,2, € C
definujeme metriku predpisem:

d(z1,22) = |21 — 22| = V(21 — 22)2 + (Y1 — y2)%.
Diky metrice mGzZeme zavést pojem s-okoli bodu z:
Ue(z0) ={z € C: |z — 2| < e}

Geometricky je U.(zy) otevieny kruh se stfedem 2, a polomérem ¢ > 0.



3.2 Limita a spojitost

Definice limity a spojitosti pro funkce komplexni proménné f : C — C je formalné totozna
s definici znamou z realné analyzy.

Definice 3.1 (Spojitost v bod&). Rekneme, Ze funkéni zobrazeni f : C — C je spojité v bodé
zo € C, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna z € C splnujici
|z — 20| < § plati:

1f(2) = f(z0)| <e.

Ovérme spojitost zakladnich linearnich zobrazeni:

1. Translace f(z) =z + ¢

[£(z) = f(20)| = (z + ¢) = (20 + ) = |z = 20].

Stadi volit § = . Translace zachovava vzdalenosti (je to izometrie), a tedy je spojita
na celém C.

2. Stejnolehlost g(z) = rz (r € R\ {0}):
19(2) = g(20)| = [rz = 720 = [r] - [2 = 20.

Pro dané ¢ > 0 stadi zvolit § = G Stejnolehlost je tedy spojita na C.

3.3 Komplexni sdruzovani a jeho spojitost

Definujme zobrazeni komplexniho sdruzovani f : C — C pfedpisem f(z) = z. Pro z = x+iy
jez=ux—1iy.

Geometricky predstavuje toto zobrazeni osovou soumérnost podle realné osy (viz
obrazek3).

Im(z)

Figure 3: Komplexni sdruzovani z — z jako osova soumeérnost.

Ukazme spojitost tohoto zobrazeni. Plati:

|f(2) = f(20)| = |2 — 20| = |2 = 20| = |2 — 20]-

Jelikoz je vzdalenost obrazu rovna vzdalenosti vzord, jde opétné o izometrii. Pro libovolné
e > 0 staci polozit § = . Funkce f(z) = z je tedy spojita v kazdém bodé z; € C.



4 Pridani nasobeni dvou komplexnich €isel

Doposud jsme pracovali s C pouze jako s vektorovym prostorem vybavenym scitanim a
nasobenim redlnym dcislem. Nyni se dostavame k zasadnimu kroku: zavedeni sou€inu
dvou komplexnich cisel.

Porovnejme dva mozné didaktické pFistupy k zavedeni soucinu.

4.1 Standardni algebraicky pFistup

Pri algebraickém pristupu postulujeme existenci prvku i s vlastnostii? = —1 a pozadujeme,
aby nasobeni bylo distributivni vi¢i s¢itani a komutativni:

(21 +iy1) - (w2 + iy2) = T129 + iT1Y2 + iy172 + i2Y1Y9
= (v172 — Y1Yy2) + i(T1Y2 + Y122).

Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze pravidlo (z1x9 — y1y2) + i(x1y2 + y122) pUsobi na prvni
pohled uméle a zlstava neodlvodnéno, proc by operace nasobeni méla vypadat pravé
takto.

4.2 Geometricky pFistup (Axiomatika pres otoc€eni v roviné)

Pristup zaloZeny na geometrii v R? nabizi mnohem hlubsi vhled.

Zkoumejme linearni zobrazeni Ryg : R? — R?, které predstavuje oto€eni (rotaci) vek-
toru 0 90° v kladném sméru (proti sméru hodinovych rucicek).

Pro libovolny vektor (x,y) € R? dostdvame po otoceni o 90° vektor (—y, x).

Im

H90 2= (z,y)

Re

Figure 4: Geometricka interpretace nasobeni jednotkou i jako otoceni o +90°.

Ptejme se: Jaky algebraicky vyznam ma toto zobrazeni? ZtotoZnéme operaci otoceni o
90° s vynasobenim specidlnim prvkem, ktery oznacime i:

i (.’E,y) = (—y,l‘).

Provedeme-li dvé takova otoCeni po sobé (coz odpovida otoceni o 180°), dostavame:
i (i-(v,y) =i (~y,2) = (-z,—y) = —(z,9).

Pozadujeme-li pfirozenou vlastnost asociativity nasobenii- (i- 2) = (i-i) - z = i? - 2, dosta-

vame:
2

2 (xyy) = —(2,y) = 2= —1.



Vztah i? = —1 tedy neni tajemnym axiomem, ale pfimym algebraickym diisledkem ge-
ometrického faktu, Ze dvé otoc€eni o 90° daji otoceni o 180° (tj. zobrazeni z — —2)!

Nyni pfimo z geometrické definice nasobeni jednotkou i jako oto€eni o 90° v kladném
smeéru dostavame pro libovolné €islo z = x + iy = (z,y):

i (r+1y) = —y+iz.

Didakticka poznamka pro budouci ucitele:

VSimnéme si, Ze vtomto kroku nepotfebujeme mezikrok s roznasobovanim zavorky. Nasobeni
jednotkou i je od pocatku definovano jako geometricka operace rotace. Pokud bychom vsak
vyraz i - (x + iy) roznasobili podle bé&Znych algebraickych pravidel s vyuZitim jiZ odvozeného
vztahu i? = —1, dostali bychom:

i-(x+iy)=i-z+i2-y=iz+ (—1)y=—y+ix.

Oba pristupy — geometricky i algebraicky — davaji identicky vysledek, coZ potvrzuje vnitfni
konzistenci zavedené algebry.

Tento tvar geometricky potvrzuje: Vynasobeni Cisla z jednotkou i otoci vektor z o 90°
v kladném smeéru.
Aplikujeme-li distributivitu pro obecna dvé Cisla z; = a +iba zo = = + iy:

212z = (a+ib) (2 + iy) = a(z +iy) + b(i(x + iy))
= a(x + 1y) + b(—y +ix)
= (ax — by) + i(ay + bz).

Didakticka poznamka pro budouci ucitele:

Pohled dopredu (goniometricky a exponencialni tvar):

Pozdéji v kurzu odvodime goniometricky a exponencialni tvar komplexniho &isla (= = r(cos o +
isiny) = re’?) a ukazeme, Ze geometricka interpretace nasobeni plati zcela obecné: pfi na-
sobeni dvou komplexnich Cisel z; = et a z, = re'#? se jejich velikosti nasobi (r = r;7y)
a jejich ahly (argumenty) scitaji (» = ¢1 + ¢2). Nasobeni komplexnim cislem tak v roviné
nepredstavuje nic jiného neZ sloZzeni dvou zakladnich geometrickych zobrazeni: stejnolehlosti
s koeficientem r a rotace o Uhel ¢.

5 Zavérecné shrnuti a doporuceni pro praxi

V této kapitole jsme ukazali, Ze komplexni Cisla nemusime zavadét formalnim postulatem
o existenci kofenu rovnice #? + 1 = 0. Mnohem efektivnéjsi didakticka cesta vede pres
nasledujici posloupnost kroku:

1. Startujeme od vektorového prostoru R?, ktery studenti dobfe znaji.
2. Zavedeme scitani a realné nasobeni, ¢imz ziskame strukturu (C, +, -g).

3. Interpretujeme posunuti a stejnolehlost jako zakladni linearni operace v Gaussové
rovingé.

4. Pomoci euklidovské normy zavedeme absolutni hodnotu, metriku a pojmy limity a
spojitosti.

5. Nasobeniv C motivujeme geometricky jako rotacivroving, ze které prirozené vyplyne
vztahi? = —1.



Tento didakticky model poskytuje budoucim uciteldm pevny zaklad pro to, aby dokazali
komplexni ¢isla na stfednich i vysokych Skolach vyucovat nadzorné, smyslupiné a s dirazem
na geometrickou intuici.
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