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Abstract

Tento učební text slouží jako úvodní kapitola do studia komplexní analýzy určená
pro budoucí učitele matematiky. Klade si za cíl překlenout tradiční kognitivní bariéru
při zavádění komplexních čísel. Namísto formálního postulování zavedení „pomyslné”
imaginární jednotky staví výklad na přirozeném izomorfismu mezi komplexními čísly
a reálným vektorovým prostorem R2, geometrické interpretaci lineárních zobrazení a
zavedení součinu prostřednictvím rovinných rotací.
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1 Komplexní čísla jako vektorový prostor R2

Při výuce na střední i vysoké škole se často setkáváme s tím, že zavádění komplexních čísel
způsobuje u studentů kognitivní šok. Tradiční přistup často začíná deklarací:

”
Zavedeme

číslo i, pro které platí i2 = −1.“ Pro mnoho žáků a studentů však zůstává takové číslo
abstraktním a nepřírozeným objektem.

Jako budoucí učitelé matematiky bychomměli hledat cesty, jak matematické struktury
motivovat na základě konceptů, které studenti již dobře znají. Jedním z nejpřirozenějších
přístupů je nahlížet na komplexní čísla primárně jako na prvky dvourozměrného reálného
vektorového prostoru.

1.1 Algebraický izomorfismus (C,+, ·R) a R2

Uvažujme množinu uspořádaných dvojic reálných čísel R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}. Z line-
ární algebry víme, že R2 tvoří spolu s operacemi sčítání po složkách a násobení reálným
skalárem reálný vektorový prostor.

Definujme na množině C operace sčítání dvou komplexních čísel a násobení komplex-
ního čísla reálným číslem:

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

r · (x+ iy) = (rx) + i(ry), kde r ∈ R.

Struktura (C,+, ·R) tvoří reálný vektorový prostor dimenze 2. Zobrazení

Φ : R2 → C, Φ(x, y) = x+ iy

je zjevně bijektivní a zachovává operace sčítání i násobení reálným skalárem. Tedy alge-
braické struktury (C,+, ·R) a (R2,+, ·R) jsou izomorfní.

V kanonické bázi e1 = (1, 0) a e2 = (0, 1) prostoru R2 odpovídají bázovým vektorům
komplexní jednotky:

Φ(e1) = Φ(1, 0) = 1, Φ(e2) = Φ(0, 1) = i.

Každý prvek z ∈ C tak představuje jednoznačnou lineární kombinaci z = x ·1+y ·i. Geome-
tricky tak komplexní číslo reprezentujeme jako bod nebo vektor v tzv. Gaussově rovině
(viz obrázek 1).

Re(z) (osa x)

Im(z) (osa y)

1 ≡ e1

i ≡ e2

z = x+ iy ≡ (x, y)

~vz

x

y

Figure 1: Gaussova rovina jako izomorfní obraz reálného vektorového prostoru R2.
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Didaktická poznámka pro budoucí učitele:
Představení komplexních čísel prostřednictvím izomorfismu s R2 eliminuje pocit „tajemna”.
Žáci na střední škole jižmají zkušenost s vektory v rovině. Sčítání komplexních čísel pak není nic
jiného než rovnoběžníkové pravidlo pro sčítání vektorů a reálný násobek představuje změnu
délky (a případně změnu orientace) vektoru.

1.2 Geometrický význam základních zobrazení v C

Díky izomorfismu s R2 můžeme jednoduchá algebraická zobrazení v C interpretovat jako
známá geometrická zobrazení v rovině:

1. Translace (posunutí): Zobrazení w = f(z) = z + c, kde c = c1 + ic2 ∈ C je konstanta.

Přepíšeme-li toto zobrazení do složek z = x+ iy a w = u+ iv, dostáváme:

u+ iv = (x+ c1) + i(y + c2) ⇐⇒
(
u
v

)
=

(
x
y

)
+

(
c1
c2

)
.

Jde o posunutí (translaci) roviny o vektor ~v = (c1, c2).

2. Stejnolehlost se středem v počátku: Zobrazení w = g(z) = r · z, kde r ∈ R \ {0}.
Ve složkách platí (u, v) = (rx, ry). Toto zobrazení odpovídá stejnolehlosti (homotetii)
se středem v počátku [0, 0] a koeficientem r. Pro r > 0 jde o zvětšení/zmenšení, pro
r < 0 jde o stejnolehlost spojenou se středovou souměrností.

3. Složená zobrazení (posunutá stejnolehlost): Zobrazení w = h(z) = r · z + c, kde
r ∈ R \ {0, 1} a c ∈ C.
Zkoumejme, zdamá toto zobrazení pevný bod, tj. bod S ∈ C, pro který platí h(S) = S:

S = r · S + c =⇒ S(1− r) = c =⇒ S =
c

1− r
.

Dosadíme-li c = S(1− r) do původního předpisu zobrazení, získáme:

w = rz + S(1− r) =⇒ w − S = r(z − S).

Tento tvarmá jasnou geometrickou interpretaci: vektorw−S je r-násobkem vektoru
z − S. Zobrazení w = rz + c tedy představuje stejnolehlost se středem S = c

1−r a
koeficientem r (viz obrázek 2).

Re

Im

S = c
1−r

z

w = r(z − S) + S

~z − S
r( ~z − S)

Figure 2: Posunutá stejnolehlost w = rz + c vyjádřená jako w − S = r(z − S).
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1.3 Řešené a neřešené úlohy

Příklad 1.1. Sestavte rovnici stejnolehlosti v Gaussově rovině, která má střed S = 2 − i a
koeficient stejnolehlosti r = −3.

Řešení. Využijeme tvar w − S = r(z − S). Dosazením zadaných hodnot dostáváme:

w − (2− i) = −3
(
z − (2− i)

)
.

Rovnici upravíme do standardního tvaru w = rz + c:

w = −3z + 3(2− i) + (2− i)

w = −3z + 4(2− i)

w = −3z + 8− 4i.

Hledaná rovnice zobrazení je w = −3z + 8− 4i.

Příklad 1.2. Je dáno zobrazení v C předpisem w = 2z + 3 − 4i. Určete geometrický typ
tohoto zobrazení a jeho charakteristické parametry.

Řešení. Koeficient u z je reálné číslo r = 2 6= 1. Jedná se tedy o posunutou stejnolehlost s
koeficientem r = 2. Střed S určíme jako pevný bod zobrazení:

S = 2S + 3− 4i =⇒ −S = 3− 4i =⇒ S = −3 + 4i.

Zobrazení je stejnolehlost se středem S = −3 + 4i a koeficientem r = 2.

Cvičení 1.1. Určete rovnici stejnolehlosti se středem S = −1 + 2i a koeficientem r = 1
2 .

[Výsledek: w = 1
2z −

1
2 + i]

Cvičení 1.2. Určete geometrický typ a parametry zobrazení w = −z + 4 + 2i. [Výsledek:
Stejnolehlost se středem S = 2 + i a koeficientem r = −1, což je středová souměrnost
podle bodu S.]

—

2 Normovaný prostor a absolutní hodnota

Aparát samotného vektorového prostoru nám umožňuje body sčítat a násobit reálným
číslem, ale neříká nic o vzdálenostech a úhlech. Abychom mohli budovat matematickou
analýzu (limity, spojitost), potřebujeme zavést metriku a normu.

2.1 Izomorfismus normovaných prostorů

V reálném vektorovém prostoru R2 je standardní euklidovská norma definována vztahem:

‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2.

V komplexních číslech definujeme absolutní hodnotu čísla z = x+ iy jako reálné číslo:

|z| =
√
x2 + y2.

Z definice je zřejmé, že pro izomorfismus Φ(x, y) = x+ iy platí:

‖~v‖ = |Φ(~v)|.

Struktury (R2, ‖ · ‖) a (C, | · |) jsou tedy izomorfní jako normované vektorové prostory. Ge-
ometricky |z| představuje vzdálenost bodu z od počátku v Gaussově rovině.
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2.2 Trojúhelníková nerovnost

Jednou z nejdůležitějších vlastností normy je trojúhelníková nerovnost. Ukažme si její od-
vození jednak v R2 úpravou složek, jednak v C pomocí algebraických vlastností komplex-
ních čísel a oba postupy porovnejme.

Věta 2.1 (Trojúhelníková nerovnost). Pro libovolná z1, z2 ∈ C platí:

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

1. Důkaz vR2 úpravou složkových výrazů: Nechť z1 = x1+iy1 ≡ (x1, y1) a z2 = x2+iy2 ≡
(x2, y2). Chceme dokázat dokazovanou nerovnost ve tvaru:√

(x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 ≤
√
x21 + y21 +

√
x22 + y22.

Jelikož jsou obě strany nerovnosti nezáporné, umocněním na druhou získáme ekvivalentní
nerovnost:

(x1 + x2)
2 + (y1 + y2)

2 ≤ (x21 + y21) + 2
√
x21 + y21

√
x22 + y22 + (x22 + y22).

Roznásobením výrazů na levé straně dostáváme:

x21 + 2x1x2 + x22 + y21 + 2y1y2 + y22 ≤ x21 + y21 + x22 + y22 + 2
√
x21 + y21

√
x22 + y22.

Odečtením společných členů x21+y21 +x22+y22 z obou stran a vydělením číslem 2 obdržíme:

x1x2 + y1y2 ≤
√
x21 + y21

√
x22 + y22.

Je-li levá strana x1x2+ y1y2 ≤ 0, nerovnost platí triviálně, neboť pravá strana je nezáporná.
Je-li x1x2 + y1y2 > 0, umocníme obě strany opět na druhou:

(x1x2 + y1y2)
2 ≤ (x21 + y21)(x

2
2 + y22).

Roznásobením obou stran obdržíme:

x21x
2
2 + 2x1x2y1y2 + y21y

2
2 ≤ x21x

2
2 + x21y

2
2 + y21x

2
2 + y21y

2
2.

Odečtením členů x21x
2
2 a y21y

2
2 získáme:

2x1x2y1y2 ≤ x21y
2
2 + y21x

2
2,

což je po převedení všech členů na jednu stranu ekvivalentní s:

0 ≤ x21y
2
2 − 2x1y2y1x2 + y21x

2
2 = (x1y2 − y1x2)

2.

Tato nerovnost je vždy splněna, neboť druhá mocnina reálného čísla je nezáporná. Zpět-
ným postupem po ekvivalentních úpravách je důkaz v R2 dokončen.
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2. Důkaz v C pomocí komplexního sdružování: Uvažujme kvadrát absolutní hodnoty
součtu. S využitím vztahu |z|2 = z · z̄ (kde z̄ = x− iy je komplexně sdružené číslo) máme:

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2)

= z1z̄1 + z1z̄2 + z2z̄1 + z2z̄2

= |z1|2 + (z1z̄2 + z1z̄2) + |z2|2.

Pro libovolné komplexní číslo w platí w + w̄ = 2Re(w) ≤ 2|w|. Tedy:

z1z̄2 + z1z̄2 = 2Re(z1z̄2) ≤ 2|z1z̄2| = 2|z1||z̄2| = 2|z1||z2|.

Dosazením zpět získáme:

|z1 + z2|2 ≤ |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2.

Jelikož jsou obě strany nerovnosti nezáporné, odmocněním dostáváme |z1 + z2| ≤ |z1| +
|z2|.

Porovnání obou postupů:

- Složkový postup v R2: Využívá výhradně reálnou algebru. Je didakticky cenný tím,
že staví na znalostech ze střední školy (umocňování, úprava na čtverec). Je však al-
gebraicky zdlouhavý, vyžaduje opatrnost při umocňování nerovností a zakrývá přiro-
zený geometrický nadhled.

- Komplexní postup v C: Využívá vlastností komplexně sdružených čísel a absolutní
hodnoty. Důkaz je velmi krátký, elegantní a přímočarý. Výraz 2Re(z1z̄2) v tomto po-
stupu přímo odpovídá dvojnásobku skalárního součinu vektorů ~u ·~v, čímž elegantně
obchází zdlouhavou úpravu na čtverec.

Otázka k zamyšlení:
Všimněte si, že algebraický krok 2Re(z1z̄2) ≤ 2|z1||z2| přesně odpovídá Cauchyově-Schwarzově
nerovnosti ~u ·~v ≤ ‖~u‖‖~v‖ v R2. v čem spočívá výhoda algebraického zápisu v C oproti zápisu ve
složkách v R2?

—

3 Metrika, limita a spojitost v C

3.1 Odvození metriky

Každá norma indukuje metriku (vzdálenost mezi dvěma body). Pro libovolná z1, z2 ∈ C
definujeme metriku předpisem:

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Díky metrice můžeme zavést pojem ε-okolí bodu z0:

Uε(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}.

Geometricky je Uε(z0) otevřený kruh se středem z0 a poloměrem ε > 0.
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3.2 Limita a spojitost

Definice limity a spojitosti pro funkce komplexní proměnné f : C → C je formálně totožná
s definicí známou z reálné analýzy.

Definice 3.1 (Spojitost v bodě). Řekneme, že funkční zobrazení f : C → C je spojité v bodě
z0 ∈ C, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna z ∈ C splňující
|z − z0| < δ platí:

|f(z)− f(z0)| < ε.

Ověřme spojitost základních lineárních zobrazení:

1. Translace f(z) = z + c:

|f(z)− f(z0)| = |(z + c)− (z0 + c)| = |z − z0|.

Stačí volit δ = ε. Translace zachovává vzdálenosti (je to izometrie), a tedy je spojitá
na celém C.

2. Stejnolehlost g(z) = rz (r ∈ R \ {0}):

|g(z)− g(z0)| = |rz − rz0| = |r| · |z − z0|.

Pro dané ε > 0 stačí zvolit δ = ε
|r| . Stejnolehlost je tedy spojitá na C.

3.3 Komplexní sdružování a jeho spojitost

Definujme zobrazení komplexního sdružování f : C → C předpisem f(z) = z̄. Pro z = x+iy
je z̄ = x− iy.

Geometricky představuje toto zobrazení osovou souměrnost podle reálné osy (viz
obrázek 3).

Re(z)

Im(z)

z = x+ iy

z̄ = x− iy

x

y

−y

Figure 3: Komplexní sdružování z 7→ z̄ jako osová souměrnost.

Ukažme spojitost tohoto zobrazení. Platí:

|f(z)− f(z0)| = |z̄ − z̄0| = |z − z0| = |z − z0|.

Jelikož je vzdálenost obrazů rovna vzdálenosti vzorů, jde opětně o izometrii. Pro libovolné
ε > 0 stačí položit δ = ε. Funkce f(z) = z̄ je tedy spojitá v každém bodě z0 ∈ C.

—
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4 Přidání násobení dvou komplexních čísel

Doposud jsme pracovali s C pouze jako s vektorovým prostorem vybaveným sčítáním a
násobením reálným číslem. Nyní se dostáváme k zásadnímu kroku: zavedení součinu
dvou komplexních čísel.

Porovnejme dva možné didaktické přístupy k zavedení součinu.

4.1 Standardní algebraický přístup

Při algebraickémpřístupu postulujeme existenci prvku i s vlastností i2 = −1 a požadujeme,
aby násobení bylo distributivní vůči sčítání a komutativní:

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2

= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).

Nevýhodou tohoto přístupu je, že pravidlo (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2) působí na první
pohled uměle a zůstává neodůvodněno, proč by operace násobení měla vypadat právě
takto.

4.2 Geometrický přístup (Axiomatika přes otočení v rovině)

Přístup založený na geometrii v R2 nabízí mnohem hlubší vhled.
Zkoumejme lineární zobrazení R90◦ : R2 → R2, které představuje otočení (rotaci) vek-

toru o 90◦ v kladném směru (proti směru hodinových ručiček).
Pro libovolný vektor (x, y) ∈ R2 dostáváme po otočení o 90◦ vektor (−y, x).

Re

Im

z = (x, y)

i · z = (−y, x)

+90◦

Figure 4: Geometrická interpretace násobení jednotkou i jako otočení o +90◦.

Ptejme se: Jaký algebraický význam má toto zobrazení? Ztotožněme operaci otočení o
90◦ s vynásobením speciálním prvkem, který označíme i:

i · (x, y) = (−y, x).

Provedeme-li dvě taková otočení po sobě (což odpovídá otočení o 180◦), dostáváme:

i ·
(
i · (x, y)

)
= i · (−y, x) = (−x,−y) = −(x, y).

Požadujeme-li přirozenou vlastnost asociativity násobení i · (i · z) = (i · i) · z = i2 · z, dostá-
váme:

i2 · (x, y) = −(x, y) =⇒ i2 = −1.
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Vztah i2 = −1 tedy není tajemným axiomem, ale přímým algebraickým důsledkem ge-
ometrického faktu, že dvě otočení o 90◦ dají otočení o 180◦ (tj. zobrazení z 7→ −z)!

Nyní přímo z geometrické definice násobení jednotkou i jako otočení o 90◦ v kladném
směru dostáváme pro libovolné číslo z = x+ iy ≡ (x, y):

i · (x+ iy) = −y + ix.

Didaktická poznámka pro budoucí učitele:
Všimněme si, že v tomto kroku nepotřebujememezikrok s roznásobováním závorky. Násobení
jednotkou i je od počátku definováno jako geometrická operace rotace. Pokud bychom však
výraz i · (x + iy) roznásobili podle běžných algebraických pravidel s využitím již odvozeného
vztahu i2 = −1, dostali bychom:

i · (x+ iy) = i · x+ i2 · y = ix+ (−1)y = −y + ix.

Oba přístupy — geometrický i algebraický — dávají identický výsledek, což potvrzuje vnitřní
konzistenci zavedené algebry.

Tento tvar geometricky potvrzuje: Vynásobení čísla z jednotkou i otočí vektor z o 90◦

v kladném směru.
Aplikujeme-li distributivitu pro obecná dvě čísla z1 = a+ ib a z2 = x+ iy:

z1 · z2 = (a+ ib)(x+ iy) = a(x+ iy) + b
(
i(x+ iy)

)
= a(x+ iy) + b(−y + ix)

= (ax− by) + i(ay + bx).

Didaktická poznámka pro budoucí učitele:
Pohled dopředu (goniometrický a exponenciální tvar):
Později v kurzu odvodíme goniometrický a exponenciální tvar komplexního čísla (z = r(cosϕ+
i sinϕ) = reiϕ) a ukážeme, že geometrická interpretace násobení platí zcela obecně: při ná-
sobení dvou komplexních čísel z1 = r1e

iϕ1 a z2 = r2e
iϕ2 se jejich velikosti násobí (r = r1r2)

a jejich úhly (argumenty) sčítají (ϕ = ϕ1 + ϕ2). Násobení komplexním číslem tak v rovině
nepředstavuje nic jiného než složení dvou základních geometrických zobrazení: stejnolehlosti
s koeficientem r a rotace o úhel ϕ.

5 Závěrečné shrnutí a doporučení pro praxi

V této kapitole jsme ukázali, že komplexní čísla nemusíme zavádět formálním postulátem
o existenci kořenu rovnice x2 + 1 = 0. Mnohem efektivnější didaktická cesta vede přes
následující posloupnost kroků:

1. Startujeme od vektorového prostoru R2, který studenti dobře znají.

2. Zavedeme sčítání a reálné násobení, čímž získáme strukturu (C,+, ·R).

3. Interpretujeme posunutí a stejnolehlost jako základní lineární operace v Gaussově
rovině.

4. Pomocí euklidovské normy zavedeme absolutní hodnotu, metriku a pojmy limity a
spojitosti.

5. Násobení vCmotivujemegeometricky jako rotaci v rovině, ze které přirozeně vyplyne
vztah i2 = −1.
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Tento didaktickýmodel poskytuje budoucím učitelůmpevný základ pro to, aby dokázali
komplexní čísla na středních i vysokých školách vyučovat názorně, smysluplně a s důrazem
na geometrickou intuici.
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